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1 Wstęp 


Metody teoriogrupowe wykorzystywane są w wielu zagadnieniach fizycznych, 
gdzie pozwalają w dużym stopniu uprościć obliczenia, (1, 2]. Przykładem 
dziedziny, gdzie są one bardzo pomocne jest między innymi rozwiązywanie 
zagadnienia własnego hamiltonianu lub konstrukcji stanów własnych dla ją- 
drowych modeli kolektywnych. Teoria grup była również wykorzystywana do 
opisu powierzchni jądrowych, które są niezmiennicze względem wybranych 
grup punktowych, [3, 4]. W tym przypadku dla wybranych grup tworzone 
były modele średniego pola dla jądra atomowego, opisanego za pomocą ha- 
miltonianu jednocząstkowego Woodsa-Saxona. Na podstawie przeprowadzo- 
nych obliczeń powstała hipoteza istnienia jąder o symetrii innej niż sferyczna, 
osiowa lub elipsoidalna. Biorąc tę hipotezę po uwagę zaproponowano prosty 
kolektywny model wibracyjno-rotacyjny, dla którego zostały stworzone stany 
posiadające symetrię, która również opisywała powierzchnię jądrową. Korzy- 
stając z tych stanów zostały oszacowane wewnątrz i międzypasmowe przejścia 
elektryczne. 

Zadaniem niniejszej pracy jest konstrukcja modeli jądrowych, w których 
stany opisane są przez funkcje posiadające pewne własności wynikające z 
grupy symetrii odpowiadającej wyborowi zmiennych kolektywnych opisują- 
cych powierzchnię jądrową. Chcąc uzyskać opis ruchu powierzchni jądra ato- 
mowego, w którym możemy osobno przedstawić ruch wibracyjny i rotacyjny, 
najwygodniej jest użyć układu wewnętrznego. Wykorzystanie takiego układu 
powoduje pytania dotyczące jednoznaczności przekształceń pomiędzy ukła- 
dem wewnętrznym a laboratoryjnym. Otrzymanie takiej transformacji wiąże 
się z pojawieniem grupy „symetrii”, która następnie wykorzystywana jest 
do konstrukcji fizycznych stanów dla kolektywnego modelu kwadrupolowo- 
oktupolowo-rotacyjnego. Każdy z otrzymanych modeli jest próbą odtworze- 
nia wyników eksperymentalnych otrzymanych dla 156Gd, [5, 6]. 

W trakcie konstrukcji kolektywnych modeli istotną częścią było wyko- 
rzystywanie grup wewnętrznych, |7, 8|, oraz stworzenie pewnych narzędzi, 
które umożliwiały ich wykorzystanie. Większość obliczeń była wykonana za 
pomocą programu Mathematica, w którym zostały napisane programy słu- 
żące głównie do otrzymywania analitycznej postaci stanów posiadających 
określoną symetrię oraz do znalezienia wartości przejść wewnątrz i między- 
pasmowych. 

Przedstawiona praca składa się z dwóch części: pierwsza zawierająca roz- 
działy 2-6 przedstawia główną tematykę, w której omówione są cele tej pracy, 
wykorzystywane metody oraz otrzymane wyniki. Drugą część stanową dodat- 
kowe uzupełniające rozdziały A-H, w których znajdują się bardziej szczegó- 
łowe wyjaśnienia pojęć i wykorzystywanych metod. 


Poniżej przedstawione są krótkie opisy poszczególnych rozdziałów: w dru- 
gim rozdziale omówione są przykłady wyboru układu wewnętrznego wyko- 
rzystywanego w opisie ruchu atomów w molekułach oraz jądra atomowego 
jakie można znaleźć w literaturze. 

W rozdziale trzecim wprowadzone jest istotne pojęcie grupy symetryza- 
cji Gs, które później użyte jest do konstrukcji stanów fizycznych opisujących 
poziomy energetyczne dla wybranego jądra atomowego. Jak będzie pokazane 
grupa symetryzacji wynika z wyboru zmiennych wewnętrznych oraz z jed- 
noznaczności transformacji pomiędzy układem laboratoryjnym i wewnętrz- 
nym. Przedstawione są też otrzymane grupy symetryzacji dla kilku wyborów 
zmiennych wewnętrznych kwadrupolowych lub/i oktupolowych. 

W rozdziale czwartym rozważane są transformacje pomiędzy wybranymi 
zmiennymi wewnętrznymi. Pierwsza część tego rozdziału dotyczy istnienia 
i jednoznaczności transformacji pomiędzy układem wewnętrznym opisanym 
przez dwa różne zbiory zmiennych kwadrupolowych. W drugiej części zbiory 
kwadrupolowych zmiennych wewnętrznych rozszerzone są o zmienne oktupo- 
lowe. 

W rozdziale piątym przedstawiona jest hipoteza istnienia jąder o wyższej 
symetrii punktowej, [3, 4|. Przedstawia on pierwsze próby rozstrzygnięcia 
prawdziwości tej hipotezy przez wykorzystywanie reprezentacji nieprzywied|l- 
nych wybranych grupy symetrii. Rozdział ten jest również istotnym wstępem 
do dalszych rozdziałów, w których przedstawione są moje obliczenia. 

Rozdział szósty zawiera opis konstrukcji oraz analizę otrzymanych wyni- 
ków dla wibracyjno-rotacyjnego modelu kolektywnego. Ze względu na wybór 
współrzędnych wewnętrznych rozważane są dwa rodzaje modeli. Każdy z 
nich opisany jest przez inną grupę symetryzacji co wpływa na postać nisko- 
leżących stanów opisujących widma energetycznego jądra atomowego Gd. 
Dla otrzymanych modeli zostały również obliczone zredukowane prawdopo- 
dobieństwa przejść elektromagnetycznych wewnątrz i międzypasmowych. Po- 
dane wyniki otrzymywane zostały z napisanych programów w Mathematice. 

W dodatkowych rozdziałach przedstawione są następujące zagadnienia: 
w dodatku A opisane są dokładniej grupy symetrii wykorzystywane do kon- 
strukcji przedstawionych modeli, [9, 10, 11, 12]. Bardziej szczegółowo przed- 
stawione są grupy O oraz D4.,, dla których podane są nie tylko elementy, ale i 
wektory bazowe dla nieprzywiedlnych reprezentacji tych grup. Poza tym po- 
dane są tam charaktery, klasy oraz iloczyny Kroneckera. Dodatkowo zostały 
przedstawione elementy grup symetryzacji otrzymanych w rozdziale 3. 

W dodatku B i C rozpisane są uzyskane funkcje bazowe opisujące rotacje 
oraz wibracje powierzchni jądrowej dla wybranych grup symetryzacji O i 
Duy. 

W dodatku D omówiona jest szerzej definicja rozkładu prawdopodobień- 
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stwa orientacji wektora momentu pędu dla otrzymanych funkcji bazowych 
dla modelu rzeczywistego. Pojęcie rozkładu prawdopodobieństwa orientacji 
wektora momentu pędu pojawiło się we wcześniejszych pracach doktorskich, 
[13, 14], a w tej pracy zostało ono przekształcone tak, aby było można wy- 
korzystać je do analizy otrzymanych wyników opisanych za pomocą grupy 
wewnętrznej. 

W dodatku E przedstawiony został rozkład prawdopodobieństwa funkcji 
bazowych dla grupy symetryzacji D4.,. Rozkład ten pokazuje z jakim praw- 
dopodobieństwem funkcje bazowe dla modelu rzeczywistego wchodzą w skład 
danego stanu. Dzięki tej informacji można zobaczyć jakie wzbudzenia posia- 
dają funkcje dające największy wkład w określony stan. Jest to dodatkowa 
informacja jaką można uzyskać na temat stanów składających się z sum wielu 
funkcji bazowych należących czasami do równoważnych nieprzywiedlnych re- 
prezentacji różniących się wzbudzeniami. 

Dodatek F zawiera dokładniejszy opis grupy Элу, użytej do konstrukcji 
modelu rzeczywistego. Przedstawione są tam wyniki opisujące działanie tej 
grupy na rzeczywiste zmienne kolektywne oraz przedstawiają ciekawą wła- 
sność dotyczącą parzystości, otrzymaną z działania tej grupy na funkcje oktu- 
polowe. 

W dodatku G został przedstawiony operator dipolowy i kwadrupolowy 
wykorzystywany do obliczeń zredukowanego prawdopodobieństw przejść we- 
wnątrz i międzypasmowych. Kształt tych operatorów zależy od wyboru zmien- 
nych wewnętrznych, więc również od grupy symetryzacji. Pokazany jest uzy- 
skany rozkład omawianych operatorów na części opisane przez nieprzywiedlne 
reprezentacje grupy symetryzacji. Otrzymane wyniki okazały się przydatne 
podczas szukania reguł wyboru. 

W ostatnim dodatku H pokazane są dokładnie postacie elementów ma- 
cierzowych operatorów multipolowych wykorzystywanych do obliczeń zredu- 
kowanych prawdopodobieństw przejść między i wewnątrzpasmowych. Wy- 
prowadzenie przedstawionych wzorów pozwoliło uprościć postać programów 
wykorzystywanych do obliczeń. 

Część wyników opisanych w tej pracy przedstawiona jest w artykułach 
[15|-[20]. 

Praca ta została napisana podczas projektu unijnego „Programowa i struk- 
turalna reforma systemu kształcenia na Wydziale Mat-Fiz-Inf". 
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2 Układy wewnętrzne 


Pojęcie układu wewnętrznego wprowadzane jest w badaniach układów wielu 
ciał np. w fizyce molekularnej czy w opisie jąder atomowych. Jest to układ od- 
niesienia, którego początek umieszcza się zazwyczaj w punkcie środka masy, 
a jego osie są np. osiami głównymi elipsoidy bezwładności ciała. Dodatkowo 
okazuje się, że energia kinetyczna w układzie wewnętrznym przyjmuje dość 
prostą formę. Niestety nie zawsze umożliwia to całkowite rozdzielenie czło- 
nów opisujących różne rodzaje ruchów. 

Istotnym zagadnieniem jest również opis przejścia pomiędzy układem la- 
boratoryjnym i wewnętrznym. Ważną cechą takiej transformacji jest jedno- 
znaczność. Niestety okazuje się, że czasami pomijany jest problem niejed- 
noznaczności otrzymanych przekształceń pomiędzy dwoma wybranymi ukła- 
dami. 

Niektórzy autorzy tłumaczą istnienie niejednoznaczności transformacji 
pomiędzy układami za pomocą permutacji nazw osi układu wewnętrznego. 
Przy takim podejściu liczba otrzymanych układów zależy od wymiaru prze- 
strzeni, np. dla dwóch wymiarów mamy osiem możliwości wyboru osi, zaś 
dla trzech wymiarów jest ich już czterdzieści osiem. Podobnie jest z ozna- 
czeniem cząstek, dla których uwględniane są wszystkie możliwe ich kombi- 
nacje. W takim przypadku rozwiązaniem jest ograniczenie się do jednego 
stałego oznaczenia osi układów lub cząstek. Takie podejście do problemu 
niejednoznaczności nie jest jednak związane z istnieniem symetrii w układzie 
wewnętrznym. 

Poza przypadkami przedstawionymi powyżej próba konstrukcji jedno- 
znacznego przekształcenia pomiędzy układami sprowadzona jest głównie do 
ograniczenia otrzymanej przestrzeni opisującej ruch w układzie wewnętrz- 
nym. Wówczas mogą pojawiać się pytania dotyczące działania tensorów prze- 
kształconych do układu wewnętrznego, dla których później została sztucznie 
ograniczona przestrzeń. 

W dalszej części tego rozdziału opisanych jest kilka typowych przykładów 
układów wewnętrznych oraz konstrukcje zmiennych wewnętrznych służących 
do opisu ruchu układu N cząstek oraz jądra atomowego. 


2.1 Przykłady wyboru osi układu wewnętrznego 


Ogólną definicję układu wewnętrznego sztywno związanego z ciałem można 
znaleźć np. w [21], gdzie dla N cząstek o masach m1, ma, ...,My i wektorach 
opisujących ich położenie w układzie laboratoryjnym 21, %?,..., ZM, tworzy 
go trójka prostopadłych do siebie wersorów ( fis T f), będących funkcjami 
chwilowych położeń N cząstek, tzn. f, = а), i = 1,2,3 oraz 
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spełniających następujące warunki: 


G) fm +a,....aN +a)=fi(ż',...,AN), dla każdego wektora a, 


A 


(ii) f,(Rz!,...,RaN) =RIf,(A"....,£N)|, dla każdej rotacji R, 


(iii) (= 2% 20 Z (0,0,0), dla n=1,2,..., N i co najmniej jednego i. 
Warunek (i) przedstawia niezmienniczość wersorów względem translacji, (ii) 
oznacza, że chwilowy obrót R wszystkich N cząstek powoduje, taką samą ro- 
tację wersorów ( fi fo, fs); (iii) zapewnia, że orientacja układu wewnętrznego 
zależy od chwilowego położenia każdej z N cząstek. 

Inną możliwością utworzenia układu wewnętrznego jest wybranie jego 
osi, tak aby tensor bezwładności był w tym układzie diagonalny, |21. W 
przypadku, gdy rozważamy N cząstek względem środka masy, w dowolnym 
układzie współrzędnych, postać tensora bezwładności jest następująca: 


© = DC z R.)(zj = Ry), i, j = 1,2,3, (1) 


gdzie z” jest współrzędną 4 wektora opisującego położenie cząstki o numerze 
n w układzie laboratoryjnym, a R; jest współrzędną środka masy. Macierz Q 
jest nazywana również jako masowa macierz kwadrupolowa. 

Macierz Q jest symetryczna, więc można ją zdiagonalizować za pomocą 
odpowiedniej ortogonalnej macierzy C: 


СОС = diag(àı, №, Аз). (2) 


Wówczas osie układu wewnętrznego ( fi, fa: f) można uzyskać z osi układu 
laboratoryjnego (l, (A Їз) używając przedstawionej wcześniej macierzy С: 


3 
— > Ой. (3) 
1=1 


Diagonalizacja macierzy związana jest z rozwiązaniem równania charaktery- 
stycznego. Otrzymane wektory własne określają osie nowego układu, które 
nazywane są głównymi osiami tensora bezwładności. 

Innym przykładem wyboru osi układu wewnętrznego są osie uzyskane z 
ortogonalizacji Grama-Schmidta, [21]. Przyjmijmy, że mamy N cząstek, któ- 
rych położenie względem środka masy R opisują wektory y” = 2" — R, gdzie 
z n= 1,..., N są wektorami położeń cząstek w układzie laboratoryjnym. 


Wśród wszystkich cząstek, które nie leżą w jednej płaszczyźnie oraz na jednej 
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prostej, można wybrać trzy liniowo niezależne wektory ył, i = 1,2,3. Chcąc 
otrzymać osie układu wewnętrznego wystarczy wybrane wektory zortogona- 
lizować metodą Grama-Schmidta 


А l A 
=|” m 4 p | VDD; (5) 
h= a py Ф. DDD, (6) 
б rP P 


gdzie Ор, k = 1,2,3, jest k wymiarowym wyznacznikiem Grama. 

Podaną metodę można również zastosować do dwóch liniowo niezależnych 
wektorów y', i = 1,2 otrzymując z nich, tak jak zostało to przedstawione 
powyżej, dwa wersory Ў, 1 = 1,2. Wówczas trzeci wersor określający układ 
wewnętrzny utworzony jest za pomocą iloczynu wektorowego, tzn. f = fx A 


2.2 Przykłady opisu ruchu w układzie wewnętrznym 


Z wyborem układu wewnętrznego związana jest również konstrukcja zmien- 
nych wewnętrznych. Zazwyczaj nowe zmienne wybierane są tak, aby opisy- 
wały cechy charakterystyczne ruchu. Również w tym przypadku może poja- 
wić się problem niejednoznaczności. 

W dalszej części przedstawionych jest kilka przykładów wyboru wewnętrz- 
nego układu współrzędnych oraz współrzędnych opisujących ruch w tym 
układzie. 

Carl Eckart w |22, 23| pokazał, że dla molekuły składającej się х № ato- 
mów można znaleźć układ, w którym energia kinetyczna rozkłada się na 
człony odpowiadające za ruch rotacyjny całej molekuły oraz wibrację N ato- 
mów wokół punktów równowagi. Nowy układ, nazwany później układem Ec- 
karta, określony jest przez osie powiązane z osiami głównymi dla chwilowej 
konfiguracji molekuły. Orientację układu Eckarta względem układu labora- 
toryjnego określają trzy kąty Eulera. Dokładny opis tego układu również 
można znaleźć np. w [21] oraz [24]. W dalszej części zostaną przedstawione 
wyniki przedstawione w [24]. 

Rozważmy molekułę, która składa się z N atomów. W układzie labora- 
toryjnym wektory położenia cząstki n oznaczmy przez 7", п = 1,2,..., № а 
ich masę Mp. 

Konstrukcja układu Eckarta dla chwilowej konfiguracji molekuły, składa 
się z dwóch części. Pierwszym krokiem jest umieszczenie w punkcie środka 
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masy osi głównych chwilowego położenia cząstek, a następnie ustala się poło- 
żenie punktów równowagi, które opisują położenie cząstek dla sztywnej mole- 
kuły. Wybór tych punktów jest stały i nie zmienia się podczas ruchu cząstek. 
Wektory opisujące położenie poszczególnych punktów równowagi rozkładane 
są na współrzędne względem układu osi głównych а”, i = 1,2,3. W ten spo- 
sób otrzymuje się tzw. model statyczny dla chwilowego położenia cząstek. 
Następnym krokiem jest utworzenie tzw. wektorów Eckarta 


Ё = У ma "=R 1=1,2,3, (7) 


gdzie R jest wektorem środka masy molekuły w układzie laboratoryjnym. 
Korzystając z wektorów Kckarta, definiowane są wersory układu fi i = 
1,2,3. W przypadku nieliniowych i nieleżących w jednej płaszczyźnie molekuł 
definicja ta ma postać: 


ААВ = 1А АРС 2, (8) 


gdzie wektor składający się 2 Ё, mod: к przez dodatnio określoną 
macierz G7? oraz 672672 = G7, gdzie G7! jest macierzą odwrotną do 
macierzy Grama G uzyskaną z wektorów Eckarta G;; = F, - 2а Wersory 
f, i= 1,2,3 tworzące ten układ nazywane są układem Eckarta. 
Fals pomiedzy wersorami Í oraz wektorami Eckarta F, określona jest 
przez równość: а БОЗЕ „a, 
fix F + fs x Fx + fs x Fs = 0. (9) 


Nastepnym krokiem jest ustawienie ukladu Eckarta w chwilowym punkcie 
środka masy, tak by zgadzał sie z osiami głównymi otrzymanymi w modelu 
statycznym. 

Przy takiej konstrukcji wektory położeń punktów równowagi N cząstek 
w układzie Eckarta są stałe: 


i” = аһ + aż fa + aż fa. (10) 
Transformacja z układu laboratoryjnego do układu Eckarta ma postać: 
Z" = Ba g p p, (11) 


gdzie ii” = a? fi + a> fo + a3 f jest wektorem opisującym położenie punktu 
równowagi dla atomu n (n = 1,2,---,N) w układzie Eckarta, a wektor 
p” określa położenie atomu n względem punktu równowagi. Wektory u” = 
a f są stałe, zatem współrzędne wewnętrzne opisujące molekule są współ- 
rzędnymi wektorów p”. Ponieważ położenie układu wewnętrznego opisane 
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jest za pomocą współrzędnych środka masy molekuły oraz kątów Eulera, za- 
tem jest 3N — 6 niezależnych współrzędnych wewnętrznych opisujących ruch 
w układzie Eckarta. Warunki, określające p mają postać: 


ио El ке сиг (12) 
> mat" хр" = 0. (13) 


Równanie (12) opisuje położenie środka masy dla punktów równowagi mole- 
kuły i jest później nazwane przez autora warunkiem środka masy. Wzór (13) 
jest warunkiem wyprowadzonym przez Eckarta. 

Autorzy wzięli pod uwagę możliwość niejednoznaczności wyboru układu 
wynikającego z permutacji nazw cząstek i osi układu. Zauważyli, że dla róż- 
nych oznaczeń cząstek oraz wyboru osi głównych otrzymuje się różne układy 
Eckarta, co wynika z opisu punktów równowagi w układzie osi głównych. 
Przy jednoznacznym określeniu cząstek oraz osi głównych układ wewnętrzny 
jest wybrany jednoznacznie. 

W dalszych rozważaniach opisujących wybrane własności układu Eckarta 
potrzebne jest używane przez autorów pojęcie identycznych cząstek, czyli 
takich które mają taką samą masę oraz ładunek. 

Dla takich cząstek można przedstawić transformację między układami Ec- 
karta, utworzonymi przy innych wyborach osi głównych i oznaczeń cząstek. 
Jednoznaczne odwzorowanie pomiędzy wszystkimi opisami układów zwią- 
zane jest z niezmienniczością wektorów Eckarta F; = > Mad”. Prze- 
kształcenia, które nie zmieniają ich postaci są to transformacje współrzęd- 
nych wektorów punktów równowagi: 


аў +) af Sn (14) 
nn 
oraz wektorów położeń cząstek 


2 У B” San, (15) 


gdzie S jest dowolną macierzą ortogonalną komutująca z macierzą mas: 


m 0 > 0 
M=| 0 m ses. 0 |. (16) 
0 0 «*+ my 


Istnieją również inne przekształcenia współrzędnych, które nie zmieniają 
układu Eckarta. Przyjmijmy, że wektory 2" ==u”+07”,n=l1,2,:::,N 


16 


opisują położenie cząstek w układzie Eckarta mającym początek w punk- 
cie środka masy. Transformacje, które zachowują środek masy oraz układ 
Eckarta mają postać у” = 0" +9", oraz 
=> ( BE”) һа, n= 1,2,- BĘ (17) 
Bp" = BĘ В, (р" | fi) f (18) 
gdzie R jest macierzą ortogonalną, S jest przedstawiona za pomocą macierzy 
permutacji 5} identycznych cząstek: 


Sa 0 zd 0 
0 5 - 0 

9 = I ; (19) 
0 ааб 


Przy czym zachodzi równość BA = AB, dla macierzy A składającej sie ze 
współrzędnych wektorów opisujących położenie punktów równowagi mole- 
kuły u” = а i= 1,2,3, tj.: 


1 2 N 
ai Qi ... TL 
= 1 2 
A -> a3 а5 "TN а» . (20) 
а} aż ... аў 


Inny opis współrzędnych wewnętrznych przedstawiony jest w [25], [26], 
gdzie W. Zickendraht przedstawił go najpierw dla układu trzech ciał. Na- 
stępnie w [27] opisał je dla czterech cząstek, a w |28] uogólnił przejście do 
nowego układu dla N cząstek. Podobnie jak we wcześniejszych artykułach za 
początek układu wewnętrznego przyjął środek masy, w którym wprowadził 
wektory Jacobiego. 

Dla trzech ciał nowe współrzędne składały się z trzech kątów Eulera 
(Ф, Ө, p), określających orientację układu osi głównych względem układu la- 
boratoryjnego, oraz trzech współrzędnych wewnętrznych a, 5,y. W [26] autor 
dokładnie opisał przejście do nowych współrzędnych oraz zauważył, że przed- 
stawiona transformacja nie jest jednoznaczna, gdy dwa główne momenty bez- 
władności są równe. Uwzględnił również tę wieloznaczność przy tworzeniu 
funkcji falowej, żądając aby była ona niezmiennicza względem tej transfor- 
macji. 

W [28] dla czterech cząstek mamy trzy wektory Jacobiego Z, i = 1, 2,3: 


Z? = (1 — F? — P? + p4)/o, (21) 


gdzie wektory 7°, i = 1,2,3,4 opisują położenie atomów względem środka 
układu współrzędnych. Autor przedstawił je za pomocą trzech zewnętrznych 
kątów Eulera (9,0,9), trzech zmiennych y!,y?, y’, oraz trzech wewnętrz- 
nych kątów Eulera, (о, 8, у). Współrzędne y',y”,y*,9,6,p określają poło- 
żenie oraz rozmiar elipsoidy bezwładności. W |28] związek pomiędzy nowymi 
współrzędnymi a wektorami Jacobiego przedstawił następująco: 


AE: ‚ yt 0 0 
тї ® 23 | =R(a,b, | 0 y? 0 |R(6,6,0), (22) 
Bob 3 0 0 ° 


gdzie zł, i,k = 1,2,3 oznaczają k-tą współrzędną wektora Jacobiego о 
numerze i, y' jest długością wektora 9$, R (а, 8,7) i R(9,0,9) są macie- 
rzami obrotu opisanymi odpowiednio przez kąty (a, 8, y) i (Ф, 0, у). Wektory 
0°, i = 1,2,3 tworzące nowy układ odpowiadają wierszom iloczynu macie- 
rzy: 


y 0 0 
O y? 0 | R(6,6,9). (23) 
0 0 y’ 
Tak otrzymaną transformację można więc zapisać w postaci: 
i! = ag" + az аў, (24) 
gdzie spełnione są warunki: 
yy” = yyt sir, i,k = 1,2,3, (25) 
3 oii 
Pad аак = бук. (26) 


W przypadku, gdy mamy ustalone wektory 0°, i = 1, 2,3, orientację oraz 
moment bezwładności, wówczas aj opisują pozostałe stopnie swobody. 

Podana powyżej transformacja może być uogólniona dla N cząstek i ma 
ona postać, [28]: 


#'=аў + as? + az”, (27) 

gdzie spełnione są warunki: 
yty = зуба, i,k = 1,2,3, (28) 
x Sq Oy (29) 


Wektory Z odpowiadają osiom układu wewnętrznego i mają kierunki osi 
elipsoidy bezwładności, a momenty bezwładności mogą być zapisane za po- 
mocą tz w postaci: 


Л = m ((у?)* + (4%)?). (30) 
J = m ((у%)* + (01)?), (31) 
Јз = т ((у')? + (02)?). (32) 
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W przypadku, gdy rozważamy układ o początku w punkcie środka masy, 
wówczas możemy zapisać N — 1 wektorów Jacobiego następująco: 


z? = [7 — rv, 
Z? = [F1 +r? — 2r3]/V6, 


pie ПРЕТИ Е SN 4 – 1), (33) 


gdzie r”, i = 1,::: , N są wektorami położenia cząstek względem punktu 
środka masy. 

Wektory Z° albo sześć zmiennych, przedstawionych powyżej, 1⁄1, 1⁄2, Y3, P, 
0, 0 są przez autora nazwane kolektywnymi współrzędnymi. Opisują one pa- 
rametry oraz orientację w układzie laboratoryjnym elipsoidy bezwładności. 
Pozostałe zmienne, а, G, Ga, W równaniu (27) nazywane są zmiennymi 
wewnętrznymi. Z warunku (29) widać, że tylko 3N — 9 zmiennych wewnętrz- 
nych а (k = 1, 2,3) można wybrać niezależnie. 

Ponieważ wektory Jacobiego nie są wygodnie przy opisie identycznych 
cząstek, można zastąpić je wektorami wodzącymi T opisującymi położenie 
cząstek w układzie o początku w punkcie środka masy. Wówczas, podobnie 
jak dla wektorów Jacobiego, można je zapisać w układzie wewnętrznym jako: 


m = sig +68507 + sJ, (34) 


gdzie spełnione są warunki: 


3 s = 0), (35) 
N 
>` 8586 = бук. (36) 
i=1 


Również w tym zapisie tylko 3N — 9 ze współrzędnych s;; można wybrać 
niezależnie. 

W [29, 30, 31] został przedstawiony inny układ współrzędnych, który 
przez autorów został nazwany symetrycznym układem współrzędnych. Na 
początku służył on do opisu zderzeń trzech cząstek oraz oddziaływań pomię- 
dzy nimi. Współrzędne wprowadzone w przedstawionych artykułach są jedną 
z możliwości wyboru współrzędnych nazwanych hipersferycznymi. 

Podobnie jak we wcześniejszych rozważaniach, układ ten posiada począ- 
tek w punkcie środka masy. W [29] współrzędne hipersferyczne zostały wpro- 
wadzone następująco: niech ZË k = 1,2,3 oznaczają wektory określające 
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położenie k-tej cząstki, x;”,i = 1,2,3 jej współrzędne kartezjańskie, mk jej 


masę. Znormalizowane wektory Jacobiego utworzone z wektorów £* mają 
postać: 
8 = dy” (zi — £3"), (37) 
Er = d,[zi — (ta + tero) (ыа + teti), (38) 
3 
Xi = Уа MT) (39) 


gdzie M oznacza całkowitą masę, indeks t przy £ określa kolejność łączenia 
cząstek, wektor E 1 jest wektorem względnym między dwiema cząstkami i, 7 
dla których i,j Z t, а E 2 jest wektorem poprowadzonym ze środka masy 
dwóch wektorów i,j do cząstki oznaczonej przez t. dź, k = 1,2,3 jest stałą 
normalizacji, która zależy od zredukowanej masy m: 


M = ту + ma + тз, 


и? = түтәтз/М, (40) 
= (1 — 99). 


Współrzędne środka masy X; można oddzielić od równań ruchu i dalej ich nie 
używać. Równania (37), (38) określają trzy różne zbiory względnych współ- 
rzędnych trzech cząstek w zależności od wartości m = 1,2,3. Współrzędne 
te są szczególnie wygodne do opisu trzech cząstek, gdzie cząstki i, j znajdują 
się bliżej siebie niż cząstka k. Transformację opisującą przejście pomiędzy 
różnymi zbiorami podanych wyżej współrzędnych, {51} i £,£*), można opi- 
sać za pomocą rozwartych kątów 8,,. Poniżej składowe współrzędnych (,€') 
i £,£”) są oznaczone za pomocą indeksu k: 


1 ; 1 
jÊ; = cos bij sin bij ) ( i&k ) k=1.2.3 41 
( ›& | ( — sin fij cos 8; WA 2 sm 
Kąty bij zależą od mas cząstek i spełniają następujące własności: 
By=—Bu, Ви = 0, tg By = = 
йа, sin Pij = 1, d,d;m, COS Pij = — Џи, (42) 
B12 + b23 + Вз = 2т. 


Powyższa transformacja nazywana jest kinematyczną rotacją o kąt 3. Nie 
jest to zwykły obrót w przestrzeni, tylko określa on przejście pomiędzy dwoma 
równoważnymi opisami trzech cząstek. 

Będąc w układzie środka masy potrzeba sześciu zmiennych do opisu trzech 
cząstek, można więc przejść do 6-cio wymiarowego układu współrzędnych hi- 
persferycznych. Nowe współrzędne podzielone są na dwa rodzaje: zewnętrzne 
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oraz wewnętrzne. Współrzędne zewnętrzne określają orientację układu obra- 
cającego się względem ustalonego układu laboratoryjnego i są to trzy kąty 
Eulera a, 6, у. Osie układu wewnętrznego wybrane są tak, aby pokrywały się 
z osiami głównymi bezwładności. W dalszej części przedstawiony jest sche- 
mat wyboru tych współrzędnych, [29, 31]. 

Na początku wybierany jest jeden ze zbiorów wektorów Jacobiego, usta- 
lając t = 1, 2,3. Następnie dla układu trzech cząstek można utworzyć wektor 
А = EGET x 1°). Długość tego wektora А = |A| jest polem trójkąta utworzo- 
nego przez trzy cząstki. Wektor A opisany jest przez współrzędne sferyczne 
w układzie laboratoryjnym: А, Өд, ФА. 

Przejście do układu wewnętrznego odbywa się w dwóch krokach. Układ 
laboratoryjny obracany jest zgodnie z kątami Eulera a = фа, 8 = 04, y = 0. 
Oś OZ układu pośredniego jest prostopadła do płaszczyzny wyznaczonej 
przez trzy cząstki i ma kierunek zgodny z kierunkiem wektora A. W kolejnym 
kroku układ obracany jest o kąt y wokół osi OZ układu pośredniego, tak 
żeby osie układu pośredniego były jednocześnie osiami głównymi momentu 
bezwładności rozważanych trzech cząstek. 

Aby znaleźć kąt y zostały wprowadzone wielkości skalarne s i t określone 
przez moment bezwładności na płaszczyźnie wyznaczonej przez cząstki, [29, 
31|: 


s= (1, L)/u, (43) 
t = 21, fu. (44) 
W układzie pośrednim mają one postać: 
s = (361)? + (62) — (30)? — GE), (45) 
t =2(;61561 + 36268). (46) 
Układ pośredni obracamy o kąt y względem osi OZ, tak aby jego osie pokry- 
wały się z osiami głównymi. Przy takim obrocie wielkości s i t transformują 
się jakby były współrzędnymi wektora obracanego o kąt 2: 
s = scos(2y) + tsin(2y), (47) 
t = —ssin(2y) + t cos(27), (48) 
gdzie s, Ё są już w układzie wewnętrznym. Znając s, t w układzie pośrednim 
oraz wiedząc, że w układzie wewnętrznym ť = 0 można wyznaczyć kąt y: 
cos(27) = s/Q, (49) 
sin(27) = t/Q, (50) 
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gdzie Q = v s? + t? jest niezmieniczy względem opisanych obrotów. Ponieważ 
kąt y € [0, 27), więc otrzymuje się dwie wartości: у € [0, т) oraz уо = у +7. 
Dodatkowo można ustalić oznaczenie osi układu wewnętrznego w płaszczyź- 
nie, w której leżą cząstki tak, że oś OX oznaczona jest dla mniejszego mo- 
mentu bezwładności a OY dla większego. 

Do pełnego opisu cząstek w układzie wewnętrznym potrzebne są trzy 
współrzędne wewnętrzne: dwa kąty 6, $” oraz promień hipersferyczny р = 
GELO + GEL + GEZ + GE22)°, gdzie indeks w oznacza współrzędne 
wektorów Jacobiego zapisanych w układzie wewnętrznym. 

Wektory Jacobiego we współrzędnych wewnętrznych mają postać: 


0) соз(Ф7). (51) 


_ © 
cos(20) = A (52) 
А _4 
sin(20) = ra (53) 


gdzie © = (381)? + Gówa)” — (321)? — (3), А = (315 — 362352) jest 
długością wektora A w układzie wewnętrznym. Ze względu na nieujemne 
wartości p, А, Q otrzymuje się, że 0 € [0, 2]. 

Drugi kąt Ф) zależy od wyboru wektorów Jacobiego. Kąt ten można otrzy- 
mać z równości: 


соз(2Ф7) = LL. (54) 
sin(29') = z (55) 


Ponieważ |612 — |2? oraz ;€! - ;€2 są skalarami, więc można je wyliczyć albo 
w układzie laboratoryjnym albo wewnętrznym. Dla dwóch różnych wyborów 
wektorów Jacobiego {;£} i £,$) istnieje związek pomiędzy kątami od których 
zależą: ф7 = ф' — Bij, co odpowiada kinematycznym rotacjom w układzie 
wewnętrznym, opisującym przejście do nowej bazy. 

Ponieważ 6” € [0, 27), więc można uzyskać dwie jego wartości: 07 Є [0, r) 
oraz ф) = фі + m, podobnie jak dla y. Zgodnie z [31] są dwa układy we- 
wnętrzne różniące się kątami 9” i każdemu odpowiada określony kąt Eulera 
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у. Aby wyznaczyć kąty y i Ф7 odpowiadające temu samemu układowi ustala 
się kąt y = y, a następnie w (51) wstawiany jest ф7. Jeśli uzyskamy wektor 
początkowy, wówczas dwa układy określone są odpowiednio dla (ү, 09) i 
(үэ, 6). W przeciwnym wypadku mamy pary kątów: (71, pl) i (y2, 63). Wi- 
dać zatem, że każda konfiguracja trzech cząstek może być przedstawiona na 
dwa sposoby. Promień hipersferyczny p jest niezmienniczy względem rotacji 
i jest proporcjonalny do momentu bezwładności wzdłuż osi prostopadłej do 
płaszczyzny, w której leżą cząstki. Niestety w [29] nic nie jest wspomniane o 
jednoznaczności przejścia pomiędzy układami, dopiero w [31| rozpatrywane 
są możliwości otrzymania różnych układów wewnętrznych ze względu na war- 
tości kątów opisujących transformacje pomiędzy układami. 

Inne możliwości wyboru współrzędnych hipersferycznych można znaleźć 
w [31] oraz w [32], gdzie między innymi wprowadzone są kwaterniony. 

Współrzędne hipersferyczne można uogólnić dla N cząstek, gdzie mamy 
hiperpromień oraz N — 1 kątów, których wybór nie jest jednoznaczny. Przy- 
kład wykorzystania podanych współrzędnych można znaleźć między innymi 
w [33]. 

W dalszej części przedstawione są dwa inne sposoby opisu ruchu N czą- 
stek. Pierwszy z nich dotyczy zastosowania tzw. diad, a drugi gładkich krzy- 
wych transwersalnych. W obu przypadkach mamy podział na podprzestrzenie 
opisujące różne rodzaje ruchów. 

W [34] autorzy rozważyli N identycznych nukleonów lub cząstek o masach 
М, których współrzędne przedstawili za pomocą pojęcia diady, (|34, 35]). 
Diada zdefiniowana jest jako skończona suma formalnych iloczynów dwóch 
wektorów d = ), A В! (w zapisie Diracowskim odpowiada postaci d = 
> Ai (В). Mnożenie lewo i prawostronne przez wektor określone jest na- 
stępująco: 


F.d= Y (F.A)B', (56) 
d.G= A(B'.G), (57) 


gdzie (F - Aš), (B: - С) są iloczynami skalarnymi wektorów. Diady można 
traktować jako operatory działające na wektory z prawej lub lewej strony 
przekształcające jedną przestrzeń, w której leżą wektory, w drugą. 

Diadę а można również przedstawić jako macierz п х m wymiarową, gdzie 
wektor А! jest n wymiarowy, Bi ma wymiar m, a element macierzowy ma 
postać: 


dy) ABE (58) 
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gdzie p i r określają odpowiednio wektor bazowy w przestrzeni m i n wymia- 
rowej. 

Przyjmując, że wektory 1”, n = 1,:::,N określają położenie № czą- 
stek, R= + >> c” jest środkiem masy układu, można zdefiniować diadę 


składającą się z wektorów położeń cząstek г" = r" — R: 


N 
DES or". (59) 
n=l 


gdzie С" tworzą zbiór ustalonych, ortonormalnych wektorów w N wymia- 
rowej przestrzeni cząsteczek takich, że c, = (0,0,::: ,1,0,::: ,0), gdzie je- 
dynka znajduje się na n-tym miejscu. Diada transponowana jest zdefiniowana 
następująco: 


N 
DEST (60) 
n=l 


Za pomocą N x 3 wymiarowej macierzy D zostały zdefiniowane rzeczy- 
wiste i symetryczne diady, które opisują ruch wewnętrzny, tj. macierz 3 x 3 
tzw. diada kwadrupolowa Q: 


N 
Q=D”.D=) rv", (61) 


n=l 
oraz N wymiarowa diada P: 
P=D.D'=) e"(r".r")e". (62) 


Macierze Q i P są dodatnio zdefiniowane, zatem można ja przekształcić do 
postaci diagonalnej o nieujemnych wartościach własnych. 
Równanie własne dla Q ma postać: 


Q:5*=Ą,5% a=1,2,3, (63) 


gdzie 5°, A, są odpowiednio ortonormalnymi wektorami własnymi oraz war- 
tościami własnymi. Otrzymane wektory s“ definiują układ wewnętrzny dla 
N cząstek. Podobnie mamy rozważając równanie własne dla P: 


Р.@4 = Л,7“, (64) 


gdzie Л, są wartościami własnymi, 7 9 ortonormalnymi № wymiarowymi wek- 
torami własnymi. 


24 


W [34| przedstawiono twierdzenie, z którego wynika, że trzy wartości 
własne A, odpowiadają Aa, а = 1,2,3, a pozostałe N — 3 wartości własne A, 
są równe zero. Dodatkowo wektory V*, którym odpowiadają wartości własne 
A. mają postać: 


N N 
1 1 
PAD OEM?) AGP) (65) 


tzn. n-ta współrzędna wektora 07° jest rzutem n-tego wektora r” па oś 
główną 8° tensora kwadrupolowego Q. 

N — 3 wektorów własnych P, którym odpowiada zerowa wartość własna, 
można wybrać na wiele sposobów zachowując ich ortonormalność względem 
siebie oraz do pozostałych trzech niezerowych wektorów własnych. Wektory 
odpowiadające zerowym wartościom własnym tworzą tzw. podprzestrzeń ze- 
rową, a pozostałe trzy podprzestrzeń wewnętrzną. 

Kolejne twierdzenie przedstawione w [34] opisuje ruch układu wewnętrz- 
nego, którego początek znajduje się w punkcie środka masy. Zgodnie z nim 
wektory {0°} rotują w przestrzeni N wymiarowej tak, że zawsze są prostopa- 
dłe do kierunku określonego przez wektor należący do podrzestrzeni zerowej. 
Oznacza to, że parametry opisujące ruch trzech wektorów {7°} określają 
położenie nowego układu względem układu laboratoryjnego, oraz 3(N — 3) 
uogólnionych kątów Eulera, opisujących orientację v“ w przestrzeni N wy- 
miarowej, określają ruch cząstek w układzie wewnętrznym. Zatem nowymi 
współrzędnymi są: trzy współrzędne środka masy, trzy zmienne kolektywne 
lHa = T opisujące rozmiar oraz kształt kwadrupolowej elipsoidy dla N 
cząstek oraz trzy kolektywne zmienne kątowe opisujące orientację osi głów- 
nych 8% elipsoidy bezwładności i 3(N — 3) uogólnione kąty Eulera opisujące 
orientację V% w przestrzeni № wymiarowej. Zatem transformacja z układu 
laboratoryjnego do wewnętrznego może być zapisana następująco: 


= R+ 2.9% (Eo) Has (0л), (66) 


gdzie n=l,...,N, œ, A = 1,2,3, с = 1,...,3(N — 3) oraz 6,,6, parame- 
tryzują uogólnione kąty Eulera. 

Niestety autorzy nic nie piszą o jednoznaczności przejścia do nowego 
układu. Z (66) nie widać, aby była ona zapewniona, ze względu na dowolne 
wybory kątów opisujących obrót osi układu oraz wektorów w przestrzeni ze- 
rowej. Jedyny warunek nałożony па te obroty dotyczy wektorów © *, których 
obrót jest zawsze prostopadły do pewnego wektora z przestrzeni zerowej. 

Powyższa metoda wprowadzenia nowych współrzędnych [34| jest podobna 
do przedstawionej w 1972 roku w [36], gdzie do opisu N cząstek użyte są trzy 
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N — 1 wymiarowe wektory utworzone z wektorów Jacobiego zrzutowanych 
na osie główne bezwładności. Współrzędne kartezjańskie wektorów w N — 1 
wymiarowej przestrzeni opisane są za pomocą 3N — 6 kątów Eulera oraz 
trzech długości rozważanych wektorów. 

Inna metoda opisu zmiennych wewnętrznych została przedstawione w 
[37]. W podanym artykule autorzy rozłożyli przestrzeń współrzędnych № 
cząstek, RV, na orbity grupy ево opisujące np. translacje, rotacje czy de- 
formacje, oraz na tzw. gładkie krzywe transwersalne. W podanych artykule 
grupa Liego jest grupą kinematyczną działającą w przestrzeni Euklidesowej 
E tak, że każdy punkt z tej przestrzeni ma postać gzo Є Е, gdzie g € С oraz 
zo € E, czyli należy do pewnej orbity grupy G. Dodatkowo zakładając, że 
grupa Н С G jest stabilizatorem dla punktu zo dowolny punkt można zapi- 
sać z = gH - zo. Współrzędne na hiperprzestrzeni wyznaczonej działaniem 
grupy ilorazowej G/H nazwane zostały współrzędnymi kolektywnymi. 

Gładka krzywa transwersalna jest zdefiniowana jako ciągły zbiór punk- 
tów przecinający każdą orbitę grupy G w jednym punkcie. Krzywa ta jest 
sparametryzowana przez współrzędne £, więc zo Є Е leżący na tej krzywej 
jest przedstawiony za pomocą tych zmiennych zo(£). Zatem dowolny z € E 
można otrzymać mając pewien element gH € G/H oraz €: z = 9Н · 20(). 


Ogólnie transformację współrzędnych wektora z = (z1,z2,...) można zapi- 
sać za pomocą reprezentacji P(G/H) grupy G/H: 
z! = P(Hg ")zg(6), g € G. (67) 


W przypadku, gdy G С GL.(3N,R) opis współrzędnych za pomocą ma- 
cierzy reprezentacji D grupy GL.(3N, R) jest następujący: 
RZN 


Ruch rotacyjny dowolnego wektora z opisany jest w hiperpowierzchni 
określonej przez ustalony wektor opisujący środek masy X є Rš огах rotujący 
wektor opisujący położenie N cząstek względem środka masy то € КЭУ. 
Oznacza to, że ta hiperpowierzchnia wyznaczona przez orbitę grupy SO(3) 
oraz dowolną krzywą w RN leżącą na tej orbicie opisuje rotacje układu N 
cząstek. 

Korzystają z (68) współrzędne w 


2" = X' + ag*(6)Da:(7), (69) 
gdzie r e SO(3), D jest macierzą reprezentacji SO(3), a £ jest zbiorem we- 


wnętrznych współrzędnych krzywej transwersalnej, oraz spełniony jest waru- 
nek: 


RZN 


można przedstawić jako: 


N 
ROKKO (70) 
n=l 
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W przypadku, gdy zmienimy grupę G na kinematyczną grupę GL. (3, R) 
można uzyskać opis wibracyjno-rotacyjny N cząstek. Oddzielając środek 
masy X € Ri z (68) dowolny punkt z R$" można przedstawić jako sumę 
współrzędnych środka masy X oraz względnych współrzędnych kartezjań- 
skich Zo: 


д" = X: + m (EDZIA, * = 1, RK N, (71) 


gdzie D jest macierzą reprezentacji grupy GL. (3, R). Korzystając z odpo- 
wiedniego zapisu g € GL. (3, R) uzyskuje się rozkład współrzędnych na część 
wibracyjną i rotacyjną. Autorzy założyli, że g = Ry" SRa, gdzie Ry, R» € 
SO(3) oraz Š jest rzeczywistą diagonalną macierzą 3 x 3, która jest dodatnio 
określona. Przy ustalonej kolejności pomiędzy diagonalnymi elementami 57! 
oznaczonymi Ад, А = 1,2,3, podany rozkład staje się jednoznaczny. Trans- 
formacja z układu laboratoryjnego do kolektywnych współrzędnych opisują- 
cych Ry, Ra огах Ад ma postać: 


х'# = X'+ X` Dai(RA)XADaa(Ra)ZĘ*(£). (72) 
Aa 


Łącznie współrzędnych kolektywnych jest dziewięć: trzy kąty Eulera dla R; € 
SO(3) oraz Rə € SO(3) opisujące rotacje, a także trzy Ал, A = 1,2,3 
odpowiadające za wibracje. Wybór współrzędnych wewnętrznych opisujących 
gładką krzywą transwersalną nie jest jednoznaczny. Można je wybrać tak, aby 
spełniały równanie: 


> z (y (6) = б. (73) 


Taki wybór oznacza, że rı jest obrotem diagonalizującym tensor kwadrupo- 


lowy 
N 


Da (R4)(5 2070) в (Т1) = бавАА. (74) 
n=l 
Dla powyższych rozważań grupa H jest jednostkowa. 

Dodatkowo autorzy |37| analogicznie jak w [36| wykorzystali podwójną 
możliwość opisu R^, tj. przedstawienie jej jako N wektorów o wymiarze 
3 albo trzech wektorów N wymiarowych. Założyli, że hiperpowierzchnia w 
RV otrzymywana jest dla wybranego wektora то Є К?“ za pomocą rotacji 
SO(N) w przestrzeni № wymiarowej, transformacji skalowania RÌ długości 
trzech wektorów N wymiarowych oraz rotacji w przestrzeni fizycznej SO(3). 
Zatem mamy zbiór punktów z € R*V, które mają postać: 


x = RSR, R e SO(N),S e RÌ, R € SO(3), (75) 
RISR! € GL. (3N, R). 
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Otrzymana hiperpowierzchnia (75) pokrywa orbity GL.,(3N,R), а zatem 
prawie całą R”V. 
W podanej hiperprzestrzeni współrzędne cząstek mogą być zapisane jako: 


ЕИ (7) А5009 (т) т, (76) 


gdzie D796) і 500% są macierzami reprezentacji grup SO(3) i SO(N), а 
Ак, k = 1,2,8 są dodatnimi liczbami rzeczywistymi. 

Podobny opis ruchu w układzie wewnętrznym przedstawionym w [37] 
można znaleźć w [38]. 

Kolejny przykład wyboru zmiennych wewnętrznych jest przedstawiony w 
[39], gdzie rozważany jest układ trzech atomów, którego ruch opisany jest 
w przestrzeni mającej punkty osobliwości. Do opisu położeń atomów wy- 
korzystywane są wektory Jacobiego utworzone w układzie laboratoryjnym 
pi i = 1,2. Następnie autorzy wprowadzają przestrzeń konfiguracyjną RÓ, w 
której punktem Q są współrzędne dwóch rozważanych wektorów Jacobiego, 
tzn. odpowiada jemu para wektorów (71,72). W przestrzeni tej pomijane 
są współrzędne środka masy, które w dalszej części opisu nie są potrzebne. 


Działając rotacją R € SO(3) na r", r: 


шде муе 12. (77) 
R € SO(3) (78) 


otrzymuje się podział przestrzeni konfiguracyjnej na orbity dla punktu Q. 
Wszystkie punkty należące do tej samej orbity opisują tę samą konfigurację 
atomów. Różnią się jedynie orientacją w przestrzeni opisaną przez trzy kąty 
Eulera. Autorzy rozważają tylko te konfiguracje, które nie są liniowe oraz nie 
opisują zderzeń trzech atomów. Orbity grupy rotacyjnej tworzą tak zwane 
włókna rotacyjne. 

Poza obrotami opisanymi grupą SO(3) dodatkowo wprowadzona jest ro- 
tacja kinematyczna określona przez grupę SO(2): 


pe = K.a(@)T °, K e SO(2), (79) 


K = ( cosQ —sin Фф 


sinó coso 


ШЕЕ (80) 
Działając grupą kinematyczną na określoną konfigurację otrzymuje się inną, 
która opisana jest przez punkt leżący na innym włóknie rotacyjnym. Autorzy 


[39] używając metody jak w [34| pokazali, że w obrębie włókna rotacyjnego 
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nie zmienia się wzajemne położenie trzech ciał, oraz dla włókna kinematycz- 
nego nie zmienia się postać tensora momentu bezwładności. Orbita grupy 
kinematycznej dla punktu Q jest jednowymiarową krzywą w przestrzeni kon- 
figuracyjnej, która leży na jej powierzchni, ponieważ grupa kinematyczna nie 
zmienia tensora bezwładności zatem nie rusza też kierunków osi głównych. 
Co najwyżej może je przestawiać pomiędzy sobą. 

Przy założeniu, że trzy ciała leżą na jednej płaszczyźnie pojawia się 
osiem możliwości wyboru osi układu wewnętrznego, który jest zdefiniowany 
jako osie główne. Zatem w przestrzeni konfiguracyjnej wprowadzono funk- 
cję ośmiowartościową, której gałęzie odpowiadają poszczególnym wyborom 
orientacji układu wewnętrznego. Funkcja ta przecina wiązkę rotacji w ośmiu 
punktach. Każda z wartości tej funkcji jest gładką trójwymiarową przestrze- 
nią w przestrzeni konfiguracyjnej. Zatem wybór układu wewnętrznego zwią- 
zany jest z wyborem punktu na wiązce opisującej interesujący nas kształt. 
Przejście między różnymi układami można uzyskać za pomocą ośmioelemen- 
towej grupy odpowiedzialnej za zmianę orientacji osi układu. Wybór układu 
wewnętrznego dla pewnego obszaru w przestrzeni konfiguracyjnej jest zwią- 
zany z wyborem powierzchni przecinającej włókna rotacyjne dokładnie w 
jednym punkcie. 

W przestrzeni kształtów RŠ autorzy wprowadzili współrzędne związane z 
wektorami Jacobiego {f a}: 


w, = |F 1|? — [72] = р? cos(20) соѕ(2Ф), 
w = 271.7? = р? cos(20) вїп(2Ф), 
ws = 2|F1 x F?| = 02500020) (81) 


gdzie —00 < wy, wą < oo oraz 0 < шз, (p, O,%) są współrzędnymi hipers- 
ferycznymi [29]. Ponieważ rozważany jest tylko ruch niewspółliniowy, wów- 
czas w przestrzeni kształtów nie ma osi шз oraz płaszczyzny шушо. W takiej 
przestrzeni moment bezwładności nie jest zdegenerowany oraz określone są 
kierunki osi głównych. Podany wybór współrzędnych (wy, шә, w3) oznacza, że 
współrzędna шз jest niezmiennicza pod działaniem grupy kinematycznej, a 
działanie na pozostałe współrzędne opisane jest za pomocą obrotu o kąt 26 
wokół osi w3: 


w, \ _ ( соз2ф —sin29 wi , 
( ш, ) E ( sin2ó соѕ2ф Ша. Дк е (82) 
Kąt 296 odpowiada hipersferycznemu kątowi 26. 
Dla grupy kinematycznej działającej na przestrzeni konfiguracyjnej wi- 


dać, że jeśli ó 5 2m, to nie otrzymuje się początkowego punktu Q leżącego 
na włóknie rotacyjnym. Nie oznacza to, że dla $ £ 2m nie powraca się do 
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tego samego włókna. Taki przypadek istnieje dla v = m, a obrót kinema- 
tyczny К (т) działa jak inwersja i przeprowadza wektory Jacobiego {r°} 
w {—r°}. Opisane działanie można również uzyskać za pomocą zewnętrz- 
nych rotacji. Jest to obrót o r wokół osi OZ. Można to zapisać następująco 
K(r)Q =R.(r)Q. Korzystając z tego autorzy rozważyli dowolną krzywą na 
przestrzeni kształtów biegnącą wokół osi шз. Taką pętlę można przedstawić 
za pomocą orbity kinematycznej na przestrzeni kształtów. Okazuje się, że 
dla rozważanego przypadku trzech ciał nie ma możliwości powrotu do po- 
czątkowego układu wewnętrznego. W przypadku, gdy kinematyczna orbita 
powróci do punktu początkowego w przestrzeni kształtów, to w przestrzeni 
konfiguracyjnej również powróci do tej samej orbity rotacyjnej, ale z dokład- 
nością do orientacji. Dopiero podwójny obrót №, (л)? w przestrzeni kształ- 
tów pozwoli powrócić do tego samego układu wewnętrznego. Pętle, które nie 
obiegają punktów osobliwych w przestrzeni kształtów powracają do począt- 
kowego układu wewnętrznego w przestrzeni konfiguracyjnej. 

W [39] dokładnie przedstawiono również przejście do układu Eckarta, 
które pozwoliło, między innymi, na pozbycie się punktów osobliwych na osi 
w3. 

Przypadek dla czterech atomów został opisany w [40] i [41]. 

Rozszerzenie podanej metody dla N atomów zostało dokładniej przed- 
stawiona w |41] oraz [42]. 

Poza podanymi autorami opis ruchu w układzie wewnętrznym wykorzy- 
stującym włókna można znaleźć między innymi w [43]. 

Dla jądra atomowego autorzy |44, 45| współrzędne wewnętrzne przedsta- 
wili za pomocą współrzędnych opisujących układ N nukleonów. Do ich opisu 
użyli wektorów Jacobiego, które po przejściu do środka masy mają postać: 
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13 = Уу s(s + MYDŁA т ӨХ], S. == ISA N — 1, (83) 


t=1 


gdzie X;*, i = 1,2,3, s=1,::: ,N są współrzędnymi nukleonów w układzie 


laboratoryjnym. 
Wyrazy macierzy Q opisującej kwadrupol względem środka masy: 


N—1 
Qij = > XX, 1, j = 1,2,3. (84) 
8=1 


Kawadrupol w układzie wewnętrznym opisany jest przez trzy rzeczywiste i 
dodatnie pierwiastki A równania charakterystycznego dla (84): 
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Za pomocą pierwiastków równania (85) A = р? autorzy znaleźli trzy nowe 
zmienne p,b, c spełniajace relacje: 


ор = 21 + 2b cos(c — 2r k/3)]. (86) 


Zmienne te zależą od kwadrupola w układzie laboratoryjnym Q oraz we- 


wnętrznego 0", którego wyrazy mają postać Q3” = Qij — 30:; Tr(Q): 


pł = Tr(Q), (87) 
b? = 3Tr((Q*)2)/(TE(Q))?, (88) 
cos(30) = V54det(Q"*")/+/Tr((Q"")7). (89) 


Trzy zmienne р, b, с oraz trzy katy Eulera бк, k = 1,2,3 są zmiennymi kolek- 
tywnymi. 

Do pełnego opisu ruchu nukleonów w układzie wewnętrznym brakuje jesz- 
cze 3N —9 zmiennym, które można otrzymać z parametrów opisujących grupę 
O(N — 1). Ponieważ współrzędne w układzie laboratoryjnym można zapisać 
za pomocą sześciu kolektywnych współrzędnych oraz grupy O(N — 1) mamy: 


Xis = У [o D;(6;) DN_44k,s(6) (90) 


gdzie D'(6,) jest macierzą reprezentacji O(3), D'(6) dla grupy O(N — 1) oraz 


„(70 0 
q = (D*(6,)) 0 0 | D'(6,). (91) 
0 0 p 


W (90) występują tylko trzy ostatnie wiersze zatem jest tylko 3N — 9 
zmiennych ją opisujących. Kąty 0, występujące w (90) są kątami Eulera, 
które określają położenie układu wewnętrznego. 

Transformacja (90) musi być jednoznaczna co zapewniają nierówności 
0 < Pp < ру < ps < оо. Oznacza to, że również b i c są ograniczone, np. 
0 < c < 5 oraz b nie może być większe od jedynki. 

Zachowanie się jądra atomowego można rozważać również względem zmian 
współrzędnych opisujących jego kształt, [46, 47, 48]. Powierzchnię jądra ato- 
mowego przedstawia się za pomocą zespolonych współrzędnych kolektywnych 


Оди: 


R(6,6,t) = Roll + ) ` oy, (0) Yx, (0, Ф)], (92) 


AH 
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gdzie Ro określa promień sfery, ox, (t) są zależne od czasu i opisują kształt 
jądra. Dodatkowo ax, są członami tensora sferycznego a lN = {azu}, и = 
—A,..., A, który jest funkcją 3N współrzędnych N nukleonów wchodzących 
w skład jądra. Ogólnie zależność ta nie jest znana, a ruch jądra atomowego 
rozpatruje się w zmiennych ay,. Dowolny obrót jądra opisany przez grupę 
SO(3) przedstawia się jako transformację: 


Ay, = > D}, (ил, wz, шз), (93) 


gdzie (w1, w2,w3) są kątami Eulera, a D}, są funkcjami Wignera, [49]. Ze 
względu na to, że powierzchnia jądrowa opisana jest przez zmienne rzeczy- 
wiste otrzymuje się związek: 


1) р (94) 


Dla А = 2 powierzchnia jądra, dla małych a»,, w układzie laboratoryjnym 
jest elipsoidą: 
R(6, Ф, t) = Roll Р Уу озон (Ө, Ф)]. (95) 
ш 
Układ wewnętrzny dla takiego opisu związany jest z wyborem warunków na- 
łożonych na о», tak aby liczba wewnętrznych współrzędnych kolektywnych 
była równa liczbie współrzędnych w układzie laboratoryjnym. Nakładając 
warunki a22 = 099, 0941 = 0 otrzymuje się układ, w którym tensor kwadru- 
polowy ma postać diagonalną. Zmiennymi wewnętrznymi są trzy kąty Eulera 
(wi, wą, оз) opisujące położenie układu wewnętrznego względem laboratoryj- 
nego oraz 022, оор, które mają wartości rzeczywiste. Przedstawione zmienne 
wewnętrzne można zapisać również za pomocą innych współrzędnych 2 i y 
wprowadzonych przez Bohra, [50, 51]: 


боо = BCOSY, Оор = 5 sin y. (96) 


Ogólnie przejście z układu laboratoryjnego do wewnętrznego można zapisać 
następująco: 


À 
ом = У, Ра (O) aw, (97) 
u=—ÀA 
gdzie па ал, są nałożone trzy warunki. Według autorów |46, 47| istnieją 
24 możliwości zapisu jednego punktu z układu laboratoryjnego w układzie 
wewnętrznym. Jest to związane z tym, że można na 24 sposoby wybrać ozna- 
czenia osi nowego układu. Obroty, z których otrzymuje się wszystkie 24 moż- 
liwości można zapisać za pomocą trzech generatorów, które działają na osie 
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nowego układu X, Y, Z oraz na kąty Eulera О następująco: 


R(X, Y, Z, ал, W2, w3) = (X, -Y, =Z, WI + Л,Л — W2, —W3), (98) 
Р(Х, Y, Z, Wi, W2, W3) = (y, —Х, Z, WI, W2, W3 + Z), (99) 
R(X, Y, Z, W1, W2, W3) = (Y, Z, X, W1, W2 + 2903 + 5) (100) 


Okazuje się, że transformacja pomiędzy układami 
од? = Dió(w, w2, ws)a0 + [DZ (w1, w2, оз) + D25(@1, wą, аз) боо, (101) 


pod dzialaniem powyższych obrotów jest niezmiennicza, gdzie działanie R, i = 
1,2,8 па Q99, «ор Ma postać: 


a = sz 6 1 
RQ = озо, RoQ22 = —Qoə, Аза = — 6020 — 2022; (102) 
= 52 _ М6 1 
Ria = Goo, 79ә®оо = боо, R3022 = Via =: 020: (103) 


Obroty utworzone za pomocą Ry, Ro, Аз tworzą grupę O. Odpowiednio dla 
zmiennych 5 i y mamy: 


Ra (8, Y, W1, W2, W3) = (B, Y, W1 + T, т — Wa, —w3), (104) 
72(8, Y, WI, (22, W3) = (8, =Y, W1, W2, W3 + 5), (105) 
Ral B, Y, Wr, W2, W3) = (8,7 ЕУ 2т, W1, W2 T Z W3 T Т). (106) 


W przypadku, gdy nie rozważa się zależności od kątów Eulera, wówczas dla 
Әәә, бор Otrzymuje się jedynie sześć przekształceń zmieniających ich postać. 
Można je przedstawić za pomocą transformacji Ту, Т: 


T (020, ооо) = (Goo, Q22), (107) 
T>(020, Q22) = (— ża Е Vba, — 6020 = 3029). (108) 


Wszystkie te przekształcenia (a29, 222) mają postać: 


уб 


TyTZ (ооо, 022) = (~az — az, — qon + 502), 


То (Goo, a22) = (— 500 + Уаз, Уаз = 3022), (109) 
T3 (Goo; Q22) = (— ta ar: Уб зз, VE ao = 3022), (110) 
Т (Goo; Q22) = (Ооо, ооз), (111) 

T I>(Gaoo, Q22) = (— 5090 | Уб ы, 6020 | 3022), (112) 
(113) 

(114) 


— 
— 
> 


Т\ (ооо, аә) = (oo, —0д2). 


Pozwala to płaszczyznę a29022 podzielić na sześć części równoważnych wzglę- 
dem działania grupy O. Ponieważ w zmiennych ooo, Q22 opis jednej z części 
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jest dość skomplikowany, dlatego przechodzi się do zmiennych 8, 4. Otrzy- 
muje się w ten sposób ograniczenie dla pierwszej części 0 < y < 5. Ze względu 
na to, że dowolnej Gej, z układu laboratoryjnego odpowiada jedna z wartości 
z każdej z sześciu części, dlatego ogranicza się rozważania tylko do jednej 
części. 

W [48] z równań: 


ру Di (w1, w2, оз) ао = 0, (115) 


233 Di(w, w2, W3)A, = >> Р? (wi, wo, W3 JO, (116) 


otrzymano 24 niezmiennicze transformacje, ale ze względu na to, że również 
powyższe równości zachodzą dla inwersji, więc wszystkich przekształceń nie 
zmieniających (ооо, 22) względem układu laboratoryjnego jest 48, co daje 
większą grupę Оһ. Tak jak dla O również płaszczyznę a29022 można podzielić 
па sześć części 1 wprowadza się identyczne ograniczenia na y. 

W dalszej części pracy przedstawione będą uzyskane wyniki rozważań 
opierających się na ostatnim przedstawionym układzie wewnętrznym. Próba 
jednoznacznego opisu jądra atomowego we współrzędnych wewnętrznych wy- 
musiła wprowadzenie nowego pojęcia grupy symetryzacji, której postać za- 
leży od sposobu opisu układu wewnętrznego. 


3 Grupy symetryzacji dla wybranych układów 
wewnętrznych w modelu kolektywnym 


W przedstawionej pracy wszystkie rozważania opierają się na pewnych wła- 
snościach układu wewnętrznego modeli kolektywnych. Własności te związane 
są z brakiem jednoznaczności transformacji pomiędzy układem laboratoryj- 
nym i wewnętrznym. Pojawiająca się niejednoznaczność związana jest z ko- 
niecznością zachowania interpretacji fizycznej części obserwabli. 

W dalszej części, dla ułatwienia, zmienne laboratoryjne, w odróżnieniu 
od wewnętrznych są oznaczone symbolem **. 

W układzie laboratoryjnym z opisem powierzchni jądra atomowego 
В! (019% Фі) związane są laboratoryjne zmienne kolektywne о, |47, 52, 
53, 54, 55|: 


Rabí glab g!a) sa Ro 1+ 20, ży, (005198) А (117) 
AH 


W zależności od wartosci A, opisują one różne rodzaje ruchów powierzchni 
jądrowej, np. dla: 
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(i) A= O opisują wibracje związane ze zmianą objętości jądra, 
(ii) A= 1 opisują drgania dipolowe, 


) 
) 
(iii) 
) 


= 2 są określane jako drgania kwadrupolowe, 


A 
(iv) À = З odpowiadają drganiom oktupolowym. 

Ze względu na możliwość uproszczenia obliczeń oraz bardziej bezpośred- 
nią interpretację fizyczną, interesuje nas transformacja do nowego układu 
związanego bezpośrednio z jądrem atomowym. Nowy układ określony jest 
przez trzy kąty Eulera О = (Q1, Q2, Q3), które opisują jego chwilowe poło- 
żenie względem układu laboratoryjnego oraz przez trzy dodatkowe warunki 
określające układ wewnętrzny (ал, Q) = 0, k = 1,2,3. Są one nało- 
żone na zmienne kolektywne wewnętrzne, tj. na zmienne opisujące kształt 
powierzchni jądrowej ax, oraz na kąty Eulera О. W naszym przypadku będą 
rozważane jedynie warunki, które dotyczą zmiennych określających ruch wi- 
bracyjny. 

Pojawienie się trzech warunków nałożonych na zmienne wewnętrzne, zwią- 
zane jest z zachowaniem wymiaru przestrzeni opisującej ruch w układzie labo- 
ratoryjnym oraz wewnętrznym. Wprowadzenie trzech kątów Eulera powoduje 
zwiększenie o trzy liczby zmiennych wewnętrznych, gdy ich liczba w układzie 
laboratoryjnym nie ulega zmianie. 

Dodatkowo do opisu transformacji do układu wewnętrznego potrzebne 
są związki pomiędzy laboratoryjnymi zmiennymi kolektywnymi i zmiennymi 
opisującymi powierzchnię w nowym układzie |47, 52, 53, 54|. Zatem pełna 
postać transformacji pomiędzy układem laboratoryjnym i wewnętrznym jest 
następująca: 

I AN = з Do (91, О», 9з)“ Qv, (118) 
Felan Q) = 0, k= 1,2,3, 


gdzie AJ są zmiennymi w układzie laboratoryjnym, ax, - w układzie we- 


wnętrznym, Di, (01,02, Оз)* są funkcjami Wignera grupy SO(3) sparame- 
tryzowanymi kątami Eulera © |49]. 

Powierzchnia jądrowa w układzie wewnętrznym ma postać analogiczną 
jak w zmiennych laboratoryjnych (117). Zmiennymi opisującymi ruch po- 
wierzchni jądowej są zmienne ay, zdefiniowane przez (118). Natomiast kąty 
sferyczne 0, ф w funkcjach sferycznych Y,,(6, 6) są określone względem układu 
wewnętrznego. 

Przy transformacji do układu wewnętrznego trzeba pamiętać, że na ogół 
nie jest ona jednoznacznie określona. To oznacza, że jednej wartości zmien- 
nej kolektywnej w układzie laboratoryjnym о może odpowiadać wiele war- 
tości zmiennych wewnętrznych. Niejednoznaczność przekszktałcenia układu 
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laboratoryjnego do wewnętrznego dla dwóch różnych wartości zmiennych we- 
wnętrznych (ал, Q) Z (a, Q) odpowiadającym tej samej wartości w ukła- 
dzie laboratoryjnej, można zapisać następująco: 


ay, = ay (a, Q) = ay (ay, О”). (119) 


Okazuje się, że w układzie wewnętrznym wiele równoważnych stanów kwan- 
towych posiada ten sam odpowiednik w układzie laboratoryjnym. Ponieważ 
interesują nas jedynie stany fizyczne, zatem wymagana jest również ich jed- 
noznaczność przy transformacjach pomiędzy układami. 

Do konstrukcji stanów fizycznych należy znaleźć tranformacje g w ukła- 
dzie wewnętrznym, które nie zmieniają zmiennych laboratoryjnych, to znaczy 
zachowują równość: 


ay (Flax Q)) = a, (aa, Q). (120) 


Ponieważ przekształcenie pomiędzy układem laboratoryjnym i wewnętrznym 
nakłada dodatkowe warunki na zmienne wewnętrzne określone przez równości 
(ал, Q) = 0 z (118), zatem również (120) nie może wyprowadzać ox, Q 
poza wybraną przestrzeń. Oznacza to, że szukając transformacji g ze wzoru 
(120) jednocześnie otrzymujemy przekształcenia opisane przez układ równań 
(118). W dalszych rozważaniach potrzebna nam będzie następująca definicja: 


Definicja 1. Zbiór wszystkich operacji g że wzoru (120), zachowujących wa- 
runki określone przez wszystkie równania }ь(о у, О) = 0 z (118) tworzy grupę 
nazywaną w dalszej części pracy grupą symetryzacji Gs. 


Z warunku (120) otrzymujemy, że G, składa się z takich obrotów działa- 
jących na zmienne wewnętrzne, które zapewniają niezmienniczość laborato- 
ryjnej postaci powierzchni jądrowej. Grupę tę możemy również wykorzystać 
do wyboru stanów fizycznych, które są niezmiennicze pod jej działaniem, a 
co zapewnia jednoznaczność transformacji ich z układu laboratoryjnego do 
wewnętrznego. 

Każdej grupie symetryzacji można przypisać odpowiednią grupę działa- 
jącą w układzie laboratoryjnym, co wynika z ogólniejszego opisu przedstawio- 
nego dla dowolnej grupy, gdzie wykorzystywane jest pojęcie grupy wewnętrz- 
пеј |7, 8|. Wewnętrzna grupa rotacji SO(3) pojawia się już u A. Bohra i 
B. Mottelsona w [56]. Autorzy otrzymali ją z transformacji operatorów z 
układu laboratoryjnego do wewnętrznego używając jako zmiennych dyna- 
micznych kątów Eulera opisujących położenie nowego układu względem la- 
boratoryjnego. Otrzymali w ten sposób moment pędu w układzie rotującym 
ża u = 0,1, który nie zależy od orientacji układu laboratoryjnego, więc 
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komutuje on ze składowymi momentu pędu Jy, v = 0,+1, w zewnętrznym 
układzie współrzędnych. Dodatkowo operatory J są traktowane jako gene- 
ratory obrotów układu wewnętrznego wokół jego osi o kąt przeciwny do kąta 
jaki by odpowiadał obrotowi układu laboratoryjnego. Oznacza to, że komu- 
tatory dla momentu pędu w układzie wewnętrznym mają przeciwny znak niż 
dla układu laboratoryjnego, |56, 52, 49]. 

Dopiero podczas rozbudowy pojęcia grupy wewnętrznej |7, 8|, pokazano, 
że grupie obrotów jądra w układzie laboratoryjnym SO(3), odpowiada grupa 
wewnętrzna 50(3), której generatorami są momenty pędu w układzie we- 
wnętrznym. Pojęcie grupy wewnętrznej zostało również rozszerzone na do- 
wolną grupę, co pozwoliło zastosować teorię grup między innymi do opisu 
kolektywnego ruchu jądra atomowego w układzie rotującym. 

Zgodnie z [7, 8| chcąc zdefiniować grupę wewnętrzną G odpowiadającą 
grupie laboratoryjnej С o wymiarze dim(G') trzeba zdefiniować formalne do- 
dawanie elementów tej grupy oraz mnożenie przez liczbę zespoloną. Wówczas 
otrzymuje się przestrzeń liniową utworzoną przez grupę G, tzw. przestrzeń 
grupową Гс. Dowolny wektor Р z tej przestrzeni można zapisać jako kombi- 
nację liniową elementów grupy G: 


PSA CA (121) 
JaEG,a=1,2,...,dim(G), u, € C. 


Dla każdego elementu g, € G określamy również operator g, działający na 
Lea następująco: 
JaS = Sga, Vs € Lo. (122) 


Z równania (122) mamy, że operator g, działając na dowolny wektor z prze- 
strzeni grupowej Гс daje nowy wektor w postaci Sga. Zgodnie z definicją 
przyjętą przez autorów zbiór wszystkich operatorów g, tworzy grupę we- 
wnętrzną G. 

Grupa wewnętrzna ma dwie ważne własności, |7, 8]: 


1. Grupy G oraz G są antyizomorficzne. 
Oznacza to, że iloczynowi dwóch elementów 9192 z G odpowiada iloczyn 
9291 z grupy wewnętrznej G. 
Chcąc to sprawdzić przyjmijmy, że g192 = h jest iloczynem w grupie 
G. Zgodnie z definicją (122) dla dowolnego g € Le mamy 


92919 = Jo(991) = 99192, (123) 


со daje, że gh = hg, gdzie h = 92. 
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2. Grupa G komutuje z G. 
Korzystając z definicji grupy wewnętrznej mamy: 


91929 = 91992, 9 Є La, (124) 


gdzie gı jest operatorem działający па Lo. 

Ponieważ g1992 = 92(919) = 92919, Więc otrzymujemy 91929 = 02919. 
Zatem dla dowolnego g € Гс zachodzi 9192 = Jagi. Więc mamy, że 
grupy G i G komutują. 


Powyższe własności zgadzają się z tym co zostało przedstawione w [56]. 
W [7, 8| zostały wyprowadzone działania grupy wewnętrznej SO(3) па 
funkcje Wignera: 


E EEA у у 55500); (125) 


które w naszym przypadku użyte są do opisu ruchu rotacyjnego jądra ato- 
mowego. Rozważania dotyczące grupy wewnętrznej przedstawione w [7, 8] 
były przeprowadzone jedynie dla zmiennych opisujących rotację. W naszym 
przypadku dodatkowo potrzebne jest działanie grupy wewnętrznej SO(3) na 
zmienne kolektywne ay, O: Poniżej przedstawione są wyprowadzenia po- 
trzebne do dalszych obliczeń, [57]. 

W tym celu potrzebne są wzory transformacyjne dla funkcji sferycznych 
opisujących działanie grupy SO(3) w układzie laboratoryjnym: 


hh (07% oe) = УЭЕ DA У, (0, фі), he SO(3), (126) 


oraz opisujące przekształcenie do układu wewnętrznego: 
Yx (0,ó) = >”, Dy (Q)Yy (6, p), (127) 


gdzie О są kątami Eulera określającymi położenie układu wewnętrznego wzglę- 
dem laboratoryjnego, [49]. 

Poza tym, ze względu na to, że grupa wewnętrzna SO(3) jest również 
grupą obrotów można zapisać: 


9%,.(6%,6%) = Уил, (5) (6%, Ф), g е 50(3), (128) 
u 
gdzie ujv„(9) jest funkcją, której postaci na razie nie znamy. Wiedząc, że 


grupy SO(3) oraz 50(3) komutują możemy porównać prawe strony nastę- 
pujących równości: 


(оуу (0, 9%) = У E ub (8) DACH) Yus (2,40), (129) 
(hg) (02 09) = E (У, ub (g) D (B)) Ya (09; 82), (130) 
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со daje równość У) „ил, „(9) РА (ћ) = X uy.(9)Dy„(h) dla każdego 


шш 
h € 50(3) ig є SO(3). Ze względu па to, że funkcje Wignera tworzą zupełny 
zbiór funkcji w L*(SO(3)), z ostatniej równości otrzymujemy ил (9) = бш 


dla każdego g € SO(3). Zatem ze wzoru (128) mamy, że działanie dowol- 
nego obrotu g z grupy wewnętrznej SO(3) nie zmienia postaci laboratoryjnej 
funkcji sferycznej, tj. gYx (0195. lab) = Yx,.(6'*, $'%). Wiedząc o tym, mo- 


зету podziałać grupą 50(3) na równanie opisujące powierzchnię jądrową 
w układzie laboratoryjnym (117), która jest niezmiennicza pod działaniem 
dowolnej grupy obrotów. Porównując ją z powierzchnią początkową otrzymu- 
jemy wzór opisujący działanie grupy wewnętrznej na zmienne AJ : 

gay, = ajj. (131) 


lab 


Podobnie jak dla funkcji sferycznych У),„(0'°, $'%) otrzymujemy, że a А 


niezmiennicze pod działaniem grupy wewnętrznej. 
Korzystając z otrzymanych własności można znaleźć wzory opisujące dzia- 
łanie SO(3) na funkcje sferyczne oraz deformacje w układzie wewnętrznym: 


IYO, Ф) = (ЖЭ ОИ; p) 
= > [90%,(9)] [BYaw (02, A] =>, Di (g 1)Yye (0,@) (132) 


jest 


oraz 


дали = F У, Ру„(О)о 
= BR (JDA, (9)] [gadu | = > РК ДЕТ (133) 


gdzie ay, = 2), Dy, (Naji. 
Analogicznie jak dla (131) można pokazać działanie grupy SO(3) na we- 
wnętrzne zmienne kolektywne ax: 


Jay, = Qam, 9 Є SO(3). (134) 


Z powyższych rozważań widać, że działanie grupy wewnętrznej można zapi- 
sać za pomocą odpowiadającej jej grupy laboratoryjnej. Wynika to z faktu, 
że dla dowolnej grupy G i jej odpowiadajacej grupie wewnętrznej G istnieje 
antyizomorfizm. Związek ten pomiędzy grupami laboratoryjnymi i wewnętrz- 
nymi jest wykorzystywany również w dalszej części pracy. 

Oprócz działań grupy wewnętrznej na wewnętrzne zmienne kolektywne 
potrzebna jest również definicja działania tej grupy na funkcje zależne od 
zmiennych wewnętrznych ({ол.}, Q). Została ona wprowadzona następująco 
[57]: 
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Definicja 2. Działanie na funkcję wewnętrznych zmiennych kolektywnych 
obrotu g z grupy wewnętrznej G C SO(3) określone jest za pomocą odpo- 
wiadającemu mu elementowi g z grupy laboratoryjnej G C SO(3) zgodnie ze 
wzorem: 


gólła 1,0) = Agan} IN) = ФУ Di (0 )ам}. 9971). (135) 


3.1 Przykłady grup symetryzacji dla kolektywnych zmien- 
nych kwadrupolowych i oktupolowych 


W zależności od wyboru warunków określających układ wewnętrzny f;(ax,, Q) = 
0, k= 1,2,3 oraz wyboru podzbioru zmiennych kolektywnych można otrzy- 
mać różne układy wewnętrzne oraz różne grupy symetryzacji Gs. 

Ze względu na to, że grupa symetryzacji G, działa na zmienne wibracyjno- 
rotacyjne, zatem jest podgrupą iloczynu trzech grup wewnętrznych, które 


odpowiednio działają w przestrzeni kwadrupolowej Ga, oktupolowej Gç, 
oraz rotacyjnej SO(3)o: 


Ga X Gas X SO(3)o D SOC) D Gs, (136) 
gdzie SO(3) reprezentuje wspólne obroty zmiennych kwadrupolowych, oktu- 
polowych i rotacyjnych. 

Poniżej przedstawionych jest kilka przykładów wyborów układu wewnętrz- 
nego oraz uzyskanych grup symetryzacji dla zmiennych kwadrupolowych i 
oktupolowych. 

Grupy symetryzacji uzyskane są z transformacji (118), przy założeniu, 
że nie ma warunków wiążących różne wartości A. Przykładem takiego wy- 
boru układu wewnętrznego jest zaproponowany przez Bohra wybór zmien- 
nych kwadrupolowych, dla których zachodzi a24, = 0, a22 = Go_o. 

Istnieje również możliwość analizy sytuacji, kiedy liczba nałożonych wa- 
runków (оли }, Q) = 0 jest większa od wymaganych trzech. Wówczas pozo- 
stałe równania opisują pewną podprzestrzeń zmiennych kolektywnych, która 
im odpowiada. Ograniczenie podprzestrzeni zmiennych kolektywnych w ukła- 
dzie wewnętrznym powoduje pojawienie się zależności pomiędzy zmiennymi 
w układzie laboratoryjnym. 

Przykładem większej liczby nałożonych warunków na zmienne wewnętrzne 
może być przestrzeń kwadrupolowo-oktupolowa, dla której ooo, азо przyj- 
тија wartości rzeczywiste, 034,3 zespolone, natomiast pozostałe zmienne speł- 
niają następujące waruki: ooo = 299, Оо = Ü oraz озуу = Ü, Q32 = Оз—2. 
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Aby ułatwić korzystanie z wewnętrznych zmiennych kolektywnych wpro- 
wadzony jest następujący zapis, który dla omawianego przykładu ma postać: 


(00, Q21 = Ü, Q22 = Qo 2, 30, A341 = 0, Q32 = Q3—12, Q3+3 7; (137) 


gdzie w nawiasie wypisane są wszystkie zmienne opisujące ruch wibracyjny 
wraz ze wszystkimi warunkami (ал, }, Q) = 0, co jest oznaczone indeksem 
dolnym f. W przypadku, gdy mamy przestrzeń kwadrupolowo-oktupolową, 
wówczas warunki opisujące część kwadrupolową (oktupolową) oznaczone są 
РӘ) (10). 

Jeśli przy zmiennej nie ma wypisanych jawnie warunków spełnionych w 
układzie wewnętrznym, jak dla ооо CZy 343, wówczas przebiega ona pełny 
zakres wartości. 

Taki schemat opisu wewnętrznych zmiennych kolektywnych używany jest 
w dalszej części pracy. 

W omawianym przykładzie zmiennych wewnętrznych układ wewnętrzny 
może być opisany np. przez standardowe warunki ооо = 299, Œ@2+1 = 0, gdzie 
związek pomiędzy kwadrupolowymi zmiennymi wewnętrznymi i laboratoryj- 
nymi ma postać: 


2 
о, = у, D (О)оа, (138) 
р! =—2 


Wówczas pięciowymiarowa przestrzeń kwadrupolowa redukuje się do pod- 
przestrzeń dwuwymiarowej, w której zmiennymi niezależnymi są rzeczywiste 
zmienne ooo, 2022. Pozostałe trzy wymiary zastąpione są przez trzy kąty Eu- 
lera О = (Q1, Q2, Q3) opisujące położenie układu wewnętrznego względem 
laboratoryjnego. Zatem otrzymany w ten sposób układ wewnętrzy określony 
jest przez dwie zmienne kwadrupolowe азо, Q22 oraz kąty Eulera Q. 

Naszym celem jest otrzymanie jednoznacznej transformacji pomiędzy ukła- 
dami, zatem trzeba znaleźć grupę G, która zachowuje warunki opisujące 
układ wewnętrzny oraz zapewnia otrzymanie stanów fizycznych. Dla przed- 
stawionego układu wewnętrznego jest to grupa С = Оһ, składająca się z 48 
obrotów (dodatek А). 

Przy takim opisie układu wewnętrznego dodatkowe warunki opisujące 
podprzestrzeń oktupolową powodują ograniczenie wykorzystywanych wewnętrz- 
nych zmiennych oktupolowych. Odpowiada to fragmentowi przestrzeni opi- 
sanej przez zmienne oktupolowe w układzie laboratoryjnym: 


Żyj Di „(Oazy = 0, и = +1, 
Э Di(O)agy, = Эт Di,_„(Q)azy. (139) 
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W praktyce, w większości zastosowań, znajomość warunków opisujących pod- 
zbiór ta) nie jest dla nas istotna. Dlatego dla omawianego przykładu nie 
jest dla nas ważna dokładna znajomość postaci laboratoryjnej podprzestrzeni 
oktupolowej. 

Ponieważ problem niejednoznaczności dotyczy wyboru wszystkich zmien- 
nych wewnętrznych, zatem trzeba znaleźć grupę symetryzacji która oprócz 
zachowania warunków opisujących układ wewnętrzny jednocześnie nie wy- 
prowadza zmiennych poza wybraną podprzestrzeń oktupolową. Oznacza to, 
że szukana grupa symetryzacji jest albo znalezioną grupą wewnętrzną albo 
jej podgrupą. a z 

W opisywanym przykładzie grupą symetryzacji G, jest grupa Эл, skła- 
dająca się tylko z ośmiu obrotów właściwych (dodatek A). 

W rozważanym przykładzie, alternatywną możliwością wyboru warunków 
opisujących układ wewnętrzny są «з+1 = 0, 32 = оз ә. Wówczas transfor- 
macja z układu laboratoryjnego do wewnętrznego opisana jest przez siedem 
niezależnych laboratoryjnych zmiennych oktupolowych: 


3 
аз, = У Dy,(Oagy. (140) 
ш =-—3 


Układ wewnętrzny opisany jest wtedy przez następujące zmienne озо, Œ32 Є 
R, аз+з € C oraz trzy kąty Eulera О. 

Grupą zachowującą transformację do nowego układu wewnętrznego jest 
grupa Du składająca się z ośmiu obrotów. Jak widać taki wybór układu 
wewnętrznego powoduje otrzymanie o wiele mniejszej grupy obrotów niż w 
przypadku standardowego wyboru układu wewnętrznego. 

Do pełnego opisu potrzebna jest jeszcze przestrzeń zmiennych kwadru- 
polowych. Jest ona ograniczona do podprzestrzeni, krórej odpowiadają w 
układzie wewnętrznym warunki ооо = Q9_9,0241 = 0, со można zapisać 
jako: 


РЭТ р? „(Q)aży =. (Ü), += EL 
> DaHa = к Di,_„(Q)aży.. (141) 


Grupą symetrii zachowującą wszystkie warunki nałożone na zmienne w ukła- 
dzie wewnętrznym jest grupa Du, która jest identyczna z grupą otrzymaną 
dla warunków opisujących układ wewnętrzny. 

W obu rozważanych przypadkach mamy identyczne wewnętrzne zmienne 
kolektywne, a zatem i grupę symetryzacji G,. Jak widać otrzymana grupa G, 
nie zależy od tego jakie wybierzemy warunki opisujące układ wewnętrzny. 
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Ponieważ zmienne kwadrupolowe i oktupolowe nie są powiązane ze sobą 
za pomocą jakichkolwiek równań, zatem warunki nałożone na zmienne we- 
wnętrzne fk({@xu} Q) = 0, k = 1,2,...,K mogą być rozłożone na dwa 
zbiory funkcji o mocy M i N oraz M + N = K: 


(1) Opisujacy ograniczenia nalozone na zmienne kwadrupolowe oraz katy 
Eulera, które oznaczone są jako: 


fO (+a2,],0)=0 m=1,2,...,M. (142) 


Grupa otrzymana z tych warunków oznaczona jest jako e. Do znale- 
zienia tej grupy nie są brane pod uwagę warunki narzucone na zmienne 
oktupolowe. 


(2) Określa ograniczenia nałożone na zmienne oktupolowe i kąty Eulera: 


[9 ((03,}, 0) = 0, m=1,2,...,N. (143) 


Jest опа oznaczona jest jako G. Analogicznie jak dla wcześniejszego 
(3) . 2 А š 
przypadku G ` nie uwzględnia warunków narzuconych na zmienne kwa- 

drupolowe. 


Grupa symetryzacji С», którą otrzymuje się dla wszystkich warunków 
frl(lax,), Q) = 0 jest grupą, która składa się elementów, które jednocześnie 
obracają wszystkie zmienne. 

Oczywiście zwiększając liczbę zmiennych, przez dodanie kolejnych warto- 
ści À, grupę G, tworzą jedynie takie działania, które pojawią się w każdej z 
otrzymanych grup dla każdego z A. 

Poniżej w tabelach 1 i 2 przedstawione są otrzymane grupy Go i g” dla 
wybranych zmiennych kwadrupolowych i oktupolowych. Używane w dalszej 
części grupy oraz oznaczenia ich elementów wyjaśnione są w dodatku A. 


wewnętrzne zmienne kwadrupolowe | grupa С? 
1020; 22, 09-9, Q21, 02-1} f2) 50(3) 
1020, 092 = 022,091 = Ojo On 
1020, Q22 = —02—2, Q241 = Оро) Dan 
{ ооо, Q22 = 020 = 0О,ооу = Q2—1 | рә) D» 
{ 020, Q22 = 022 = 0, a21 = —09—1| 402) 


Tablica 1: Grupy wewnętrzne dla wybranych warunków określających 
zmienne kwadrupolowe 
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wewnętrzne zmienne oktupolowe grupa с 

{ 030, 031, 031, 032, 032, 033, 03-3} үз) SO(3) 

{ 030, 032 = —03—2, Q341 = Q343 = О} z 

130, 03-21 = 0, Q32 = аз 2, Q33, Q3_3 | pG) Du, 
1030, 031, 03-1, 032 = Q3—2, 033 = 03-3 = О} __ 
(030, Q31 = — 03-1, 032 = Q319, 33 = —03—3 | 403) Рау 
{ 030, 031 = 03-1, 032, 03-2, Q33 = Q3—3 = 0746) Də 
1030, Озі = Q3—1, Q32 = 03-2 = 0, азз, 03-3} э) 

{азо = 0, озі = аз-1 = 0, 032 = 3-2, Q33 = аз-з = 0} рэ | R.(4)OR.(—7) 


Tablica 2: Grupy wewnętrzne dla wybranych warunków określających 
zmienne oktupolowe 


Zgodnie z tym co zostało przedstawione powyżej zostały otrzymane na- 
stępujące grupy symetryzacji Gs w przestrzeni kwadrupolowo-oktupolowej: 


(1) dla kwadrupoli (aoo, 092 = 0912, ао] = О} о) огах 


(a) oktupoli (a30, 032 = —аз-2, озь = Оз+з = 0} рэ), (030, Q341 = 
0, 032 = Q3_2, 033, Q3—3 | FG) oraz {@30, 031, 031, Q32 = 032, Q33 = 
03-3 = О} уз), {азо = 0, азу = аз р = 0, азо = O3_2, Q33 = Оз з = 
0} f) uzyskaną grupą symetryzacji jest G, = Daz, 


(b) oktupoli { озо, X31 = —03-1, Q32 = 032, Q33 = —a3—3|4(3) grupa 
symetryzacji jest G, = Duy, 

(с) oktupoli { озо, Q31 = Q3-1, Q32, 3-2, Q33 = аз-з = Ojyc i 
1030, Озі = 3-1, Q32 = 0312 = 0, озз, 033 | уз) grupa symetryza- 
cji wynosi G, = Ds, 


(d) wszystkich oktupoli otrzymaną grupą symetryzacji jest G, = О, 


(ii) dla kwadrupoli ag, Q22 = —@2—2, 221 = 0} ро) oraz 


(a) oktupoli { азо, X32 = —03—2, 034 = Q343 = О} уз), 1230, Q3+1 = 
0, a32 = Q3—2, 033, Оз-з) рэ) oraz { 030, 031, 031, Q32 = Q3—2, Q33 = 
Оз з = UO grupą symetryzacji opisana jest przez G, = D4;z, 


(b) oktupoli {озо, озү = —Qs_1, 032 = 032, Q33 = —a3-3]40); 
1030, 031 = A3—1, Q32; 032,033 = Q3-3 = UNO i {030,031 = 
Оз-1,032 = Q3-2 = 0, 033, 03-з}уз, {030 = 0,031 = 031 = 
0,a32 = 03-2,033 = 3-3 = 0}уз) grupa symetryzacji wynosi 
Gs = Do, 
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(c) wszystkich oktupoli faz, ) grupą symetryzacji jest Gs = Duy, 


(iii) dla kwadrupoli (ao, 022 = 0212 = 0,02, = Жаз 1} ро) і dla dowol- 
nego wyboru wewnętrznych zmiennych oktupolowych przedstawionych 
w tabeli otrzymujemy grupę С, = D>, 


(iv) dla wszystkich zmiennych kwadrupolowych (oo, grupa symetryzacji 


jest identyczna z grupą G otrzymana dla odpowiednich zmiennych 
oktupolowych. 


Istotna róznica pomiedzy otrzymanymi grupami dla zmiennych kwadru- 
polowych faa,) i oktupolowych az, } jest występowanie inwersji T. 

Z definicji działania inwersji na wewnętrzne zmienne oxu: ay, = (= 1)^од, 
widać, że gdy A jest nieparzysta pojawia się przeciwny znak dla ал. Daje to 
inny wynik niż dla parzystych wartości A, dla których nie następuje zmiana 
znaku. 

Oznacza to, że inwersja I może wchodzić do grupy c, a w przypadku 
e. nie jest to możliwe. 

W dalszej części pracy ważną rolę odgrywają dwie, z przedstawionych po- 
wyżej przestrzeni kwadrupolowo-oktupolowych, których wewnętrzne zmienne 
opisane są przez następujące zbiory: 


(i) Zbiór Íooo, Q2+1 = 0, Q22 = Q9_9, 030, ©3+1, X3+92, ©з з} Zgodnie Z tym 
co zostało przedstawione powyżej grupą symetryzacji jest grupa G, = 
O. Tak wybrana przestrzeń użyta jest w dalszej części do konstrukcji 
modelu kolektywnego o zmiennych zespolonych oznaczonego za pomocą 


litery (Z). 


(ii) Zbiór {ооо, &2+1 = 0, Q22 = 222, 030, Q31 = —Os_1, Q32 = 03-2, Q33 = 
—@з—з}у. Grupą symetryzacji dla tego wyboru zmiennych jest G, = 
Dıy. Model budowany na tak wybranej przestrzeni kolektywnej na- 
zwany jest w dalszej części modelem kolektywnym o zmiennych rzeczy- 
wistych i oznaczony jest przez (R). 


Powyższe oznaczenia ((Z),(R)) wykorzystywane są zarówno do oznacze- 
nia skonstruowanych modeli oraz podczas analizy transformacji pomiędzy 
powierzchniami jądrowymi opisanymi przez wybrane zbiory wewnętrznych 
zmiennych kolektywnych. 


45 


3.2 Grupa symetryzacji w przypadku występowania „za- 
mrożonych” kwadrupolowych zmiennych kolektyw- 
nych 


W tym podrozdziale opisana jest sytuacja, w której część zmiennych kolek- 
tywnych jest „zamrożona”, to znaczy posiada ustaloną wartość i staje się 
parametrem modelu. Pokazane jest to na dobrze znanym przykładzie zmien- 
nych kwadrupolowych. Przedstawione są też pewne konsekwencje rozszerze- 
nia tego modelu o zmienne oktupolowe. 

Uogólnienie na dowolny przypadek jest bezpośredni. 

Rozważmy zatem model kolektywny { ооб, 092 = 0212, Q241 = Ojyc). 

Tradycyjnie w fizyce jądrowej zamiast zmiennych ooo, аә UŻYWA się 
zmiennych kolektywnych 62, y, [50, 51]. Przyjmijmy, że rozważamy kształty 
jądrowe o statycznej deformacji y = уо. Wtedy: 


Оду = 82 cos(Y0), 022 = Q2-2 = = sin(%0), (144) 


gdzie 62 = aż, + 2ażą. Zatem mamy tylko jedną zmienną opisująca część 
kwadrupolową, jest nią 22. 
Grupa Go otrzymana dla części kwadrupolowej 48,7 = уо} го) wymaga 
rozważenia dwóch przypadków wartości parametru туо: 
(1) gdy qo = 0, т otrzymujemy (ooo, Q22 = 02-2 = Qa = 2-1 = 0} рә 
oraz grupę G = D, gdzie osią główną jest oś OZ, 
(ii) dla y Z 0, m część kwadrupolowa ma postać fa22 = 212 Z 0,20, Q241 = 
Ojyc), ale należy rozważyć trzy podprzypadki: 


= 


1. Dla sin(%) = V3cos(%), czyli dla yọ = 3 = otrzymujemy grupę 
GZ D. z osią główną OY. 

2. Dla sin(%9) = —V3cos(%0), co jest równoważne ур = Эл, Эл rów- 

—(2 = 

nież otrzymujemy el = D. z osią główną OY. 

З. Dla dowolnego % Z 0, т, gdy nie ma żadnych związków pomiędzy 
sin(yo) oraz cos(%), otrzymujemy grupę G = Do = í E, Cox, Coy, C22}. 

Jeżeli rozszerzymy powyższy model o zmienne oktupolowe {@32 = @3—2, Озо = 
@з+з = Q341 = 0} уз), musimy uwzględnić dodatkowo oktupolową grupę okta- 


edralną ga = О. 

Dla przestrzeni, w której ruch wibracyjny opisany jest przez zmienne oktu- 
polowe {032 = 3-2, 030 = Q343 = Оз+1 = UE oraz część kwadrupolową 
{82,7 = PHO grupa symetryzacji jest następująca: 
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(i) dla (82,7 = % = 0,rlya grupą symetryzacji jest G, = Dyz = 
(E, Coz, Czy, C22, Саг, CI, Coa, Сљ), 


(ii) dla (82,7 = 7 Z 0, т} e) otrzymujemy G, = D> = í E, Cox, Соу, C22}. 


Zmniejsze liczby zmiennych kwadrupolowych wynikające z przyjęcia yo = 
0, т powoduje otrzymanie większej grupy G, niż dla przypadku % Z 0, т. 
Otrzymany ostatni wynik związany jest również z dołączeniem odpowiednich 
zmiennych oktupolowych. 

Otrzymane powyżej grupy dla układu wewnętrznego można znaleźć w 
dodatku A, a odpowiadające im grupy w układzie laboratoryjnym np. w 
[2, 9, 10, 11] 


4 Przykładowe transformacje pomiędzy wybra- 
nymi zbiorami zmiennych kolektywnych 


W tym rozdziale przedstawione są transformacje pomiędzy dwoma różnymi 
zbiorami wewnętrznych zmiennych kolektywnych opisujących powierzchnię 
jądrową. Pierwszy z opisanych przykładów dotyczy jedynie wewnętrznych 
zmiennych kwadrupolowych. Dla nich nowy układ jest określony przez wa- 
runki, które ograniczają zmienne kolektywne fa2,)| do wartości rzeczywi- 
stych. 

Druga część jest próbą odpowiedzi na pytanie czy wszystkie powierzch- 
nie jądrowe otrzymane w zmiennych kwadrupolowych i pełnych zmiennych 
oktupolowych {@з„} dają się odtworzyć używając w części oktupolowej je- 
dynie zmiennych rzeczywistych. Szukane transformacje dotyczą identycznych 
układów wewnętrznych określonych warunkami 022 = 0212, Œ@2+1 = 0. 

Powyższe przekształcenia można skonstruować na dwa sposoby. W każ- 
dym przypadku szukane transformacje są określone przez trzy kąty Eulera 
0 = (01, 02,03), które mogą zależeć od wartości zmiennych одл. 

Pierwsza metoda opiera się jedynie na znalezieniu takich obrotów, które 
spełniają układ równań: 


A 
ам = У? Р), T (145) 
u= 


Zmienne {ал} i fax.) należą odpowiednio do końcowego i początkowego 
układu wewnętrznego. W każdym z przypadku wyboru kwadrupolowych zmien- 
nych wewnętrznych muszą być zachowane warunki zapewniające przynależ- 
ność ich do odpowiedniego układu wewnętrznego. Metoda ta opiera się na 
działaniu grupy wewnętrznej na zmienne kolektywne. 
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Druga metoda opiera się na jawnym przekształceniu opisu powierzchni 
jądrowej przedstawionym w jednej z przestrzeni do drugiej. W tym podejściu 
{au} są parametrami, które określają kształt powierzchni jądra atomowego а 
zmiennymi, na które działa grupa wewnętrzna są funkcje sferyczne Yy,(9, Ф). 
W tym przypadku szukane kąty Eulera otrzymuje się z porównania wyrażeń 
stojących przy tych samych funkcjach sferycznych. 

Obie metody są równoważne, zatem nie jest istotne którą z nich się wy- 
korzysta. 


4.1 Transformacje pomiędzy dwoma różnymi układami 
wewnętrznymi w zmiennych kwadrupolowych 
Rozważmy dwa układy wewnętrzne, w których zmienne kolektywne ograni- 
czone są do zmiennych kwadrupolowych, co w praktyce fizyki jądrowej jest 

dosyć częstym przypadkiem: 
układ 1: Íooo, Q22 = Q9_9, 0941 = 0};, (146) 
układ 2: {@20, Q21 = —Q2—1, Q242 = Oy. (147) 
Chcemy sprawdzić, czy istnieje wzajemnie jednoznaczna transformacja po- 
między tymi układami, tj. czy istnieją takie kąty Eulera 0 = (01, 02,03) opi- 
sujące obrót lokalny, dla których zachodzi 
Qa, = EBANK + р?2,(0)*] Q22 + р? (@)* озо. (148) 
We wzorach transformacyjnych (148) należy uwzględnić warunki (147) 
definiujące drugi układ współrzędny: 


ао = —02-1, 9+9 = 0. (149) 


Wykorzystując jawną formę funkcji Wignera warunki te można zapisać w 
postaci: 


e sin(02) {1 [— (1 — cos(02)) e 26 + (1 + cos(02)) e2%] az2— 
= 2 соз(0:)азо } = —e j віп(0з) {1 [— (1 + сов(0)) e 285 + 
+ (1 — cos(82)) 62%] ass + +/$cos(by)azo | 
е?® 1 {1 [(1 — сов(0))? e 295 + (1 + соз(0))? е] az2+ 


+y/3 sin?(6)azo) = 0, 


e 2611 (1 [(1 + cos(6))” e 203 + (1 — cos(6>))” е2] a> 


+Š їп (б) | ==, 
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(150) 


Rozwiązaniem powyższego układu równań są kąty Eulera 0 = (01,02,03) 
opisujące lokalny obrót zależny od wartości zmiennych ag і 27. 

Z dwóch ostatnich równości układu (150) otrzymujemy dwa równania, 
które muszą być spełnione przez kąty б» i 03: 


(1 + cos*(62)) cos(263)a22 + V 1 sin2(0,)ooo = (151) 
cos(6>) sin(203)a22 = 0. (152) 


Poniewaz chcemy sprawdzié czy istnieje transformacja pomiedzy ukla- 
dami wewnętrznymi (146,147), zatem wystarczy znaleźć tylko jedno możliwe 
przekształcenie dla wybranych kątów lokalnych 0 = (01,02,03), które jest 
bijekcją. 

Przymując z (152), że 0% = 5 otrzymujemy z (151) zależność Өз od ooo i 
Q29: 


1 
cos(203)022 + у: = 0. (153) 


Z powyższej równości otrzymujemy dwa przypadki. Pierwszy zachodzi, 
gdy ооо = 0, wówczas ооо = O oraz kąt 63 jest dowolny. Dla takich wartości 
otrzymujemy punkt w układzie wewnętrznym 2 o wartościach równych zero. 
W tym przypadku kąty 0 mogą przyjmować wartości dowolne. 

Drugą możliwością, którą będziemy dalej rozważać, jest азо Z 0, która 


З ооо 


pozwala uzyskać wartość kąta 03 z równości cos(263) = —4/ 5 za 


Wykorzystując zapis biegunowy dla zmiennych ооо = ñ> cos(y), аә = 
Ba- sin(y) otrzymujemy wyrażenie na 03: 
v2 


cos(263) = — v3 сёв(%). (154) 


Ponieważ z lewej strony występuje funkcja kosinus, zatem dla prawej 
strony muszą zachodzić nierówności: 


v3 v3 


—— < ct < — 155 
3 C o z (155) 
które ograniczają zakres kąta y do przedziałów 
w 2 4 5 
=, T| U | =T, =T]. 156 
АРБ (156) 


Każdy z otrzymanych przedziałów odpowiada jednemu z możliwych rów- 
noważnych zakresów kątów opisujących wszystkie kształty w układzie 1, 
(146). 
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W dalszej części wybrany jest przedział y € [3 T, 3л]. 

Możliwość ograniczenia do jednego przedziału у wynika z grupy syme- 
tryzacji Gs = Oy działającej na zmienne 89, y w układzie wewnętrznym 
{ 000, 022 = Q2-2,0241 = Ojy. Zmienna 62 jest niezmiennikiem pod dzia- 
łaniem obrotów. Zatem grupa O, będzie jedynie zmieniać kąt y dając ich 
równoważne wartości określone przez relację równoważności dla kątów vy i y: 
ү = gy, gdzie g € Оһ.) 

Zbiór otrzymanych równoważnych kątów tworzy klasę równoważności na- 
zywaną O,-orbitą, która dla układu 1. ma postać: 


4т | 2T 27 ‚ A 
зз; 3 173 


orby, (7) = 1-707 = }- (157) 

Otrzymana orbita dzieli płaszczyznę 25у na sześć równoważnych części 
odpowiadającym przedziałom y € [^т, Etl T], k = 0,1,2,3,4,5 oraz B> > 0. 
Zatem wybrane przez nas wartości kaia y należą do jednego z przedziałów 
otrzymanego z orbity grupy Оһ. Pozostałe wartości kątów 0> i 03 muszą speł- 
niać pierwsze równanie układu (150). Podstawiając je otrzymujemy wyraże- 
nie na 0: 


sin(203) cos(6, )a22 = 0, (158) 


со daje wartość 0, = 5 lub 0, = ŻT wynikającą z wartości jakie może przyj- 
mować kąt 6, w liniach Уй [49]. Wystarczy wybrać tylko jedną z 
otrzymanych wartości 64. 

Zatem transformacja (148) pomiędzy układami (146, 147) ma postać: 


боо = —282 соѕ(%у), 


Q242 = 0, 
дә] = — Ba 5 sin(203) вїп (гү), 
Q9_1 = — 091, (159) 


gdzie 62 = aĝo +2aży, y € |Żm, Žr] oraz 61 = 02 = Z, cos(263) = — v3 ctg(y). 
Z jedynki trygonometrycznej otrzymujemy dwie funkcje opisujące ѕіп(203): 


sin(263) = +V 1 — З ctg? y. (160) 


Przyjmijmy, ze sin(263) = 4/1 — 3 ctg?(7). 
Wówczas a% = -bazz V1 — 3ctg?’(y) sin(y) 


IDwa punkty z,z' Є A nazywamy równowaznymi względem działania grupy G na А, 
jeśli 2 = gx dla pewnego g € G. Relacja równoważności rozkładająca zbiór А na klasy 
równoważności. Klasy te nazywamy G-orbitami i oznaczamy orbę(x) = {gx : g € G}, [58]. 
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Dodatkowo transformacja pomiędzy układami powinna przekształcić wy- 
brany fragment płaszczyzny (82,7) otrzymanej z orbity grupy O, w jeden z 
równoważnych przedziałów opisujących zmienne ooo i йо WYZNACZONY przez 
orbitę otrzymaną dla grupy symetryzacji G, = Эл układu 2. 


Dla uproszczenia rachunków w układzie {@20, йз = —бо—1,@о+о = 0}; 
wprowadźmy zmienne biegunowe opisujące Goo i Qa: 

Q20 = Bo cos(Y), (161) 

Q21 = 8295 sin(Y), (162) 


Dla powyższej parametryzacji otrzymujemy orbitę dla D4 w postaci: 


отр, (b) = W, =Y}, (163) 


co daje następujące równoważne przedziały dla kąta %: (kr, (k + 1)n], k = 
0,1. 
Wówczas z (159) otrzymujemy: 


cos(v) = —2cos(7), (164) 
sin(v) = —sin(y)y 1 — 3ctg*(y). (165) 


Dzieląc równości z (159) stronami otrzymujemy związek pomiędzy kątami 


yig: 
00) = Z y1- 3etg2(o) teh). (166) 


W wybranym przedziale y € [37, zr] powyższa funkcja jest bijekcją. 
Oznacza to jednoznaczne przyporządkowanie wartości kątów y i 1. 

Na podstawie wartości otrzymanych dla funkcji siny i cosy, (164,165), 
dla wybranego przedziału kąta y możemy określić, że przedział do którego 
należy kąt % jest następujący v € [0, z]. Odpowiada on jednemu z przedzia- 
łów otrzymanych z orb, (Y). 

Zatem transformacja (159) jest bijekcją oraz przekształca wszystkie moż- 
liwe kształty otrzymane w układzie 1 na wszystkie możliwe kształty w ukła- 
dzie 2. 


4.2 Czy można opisać powierzchnię jądrową tylko przez 
Re(axy„)? 


W tej części przedstawiona jest analiza dwóch opisów powierzchni jądrowej 
wykorzystującej zmienne kwadrupolowe oraz oktupolowe. W obu przypad- 
kach układ wewnętrzny jest identyczny i określony jest przez standardowe 
warunki боо = Qo_2, Qo41 = 0. 
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W jednym z opisów íos, przyjmują wszystkie wartości zespolone, czyli 


otrzymujemy równanie opisujące dowolną kwadrupolowo-oktupolową powierzch- 


nię zamkniętą. Zadajemy pytanie, czy można używać tylko rzeczywistych 
zmiennych Re(ax,) zamiast zespolonych? Pytanie to jest o tyle zasadne, że 
z fizycznego punktu widzenia w opisie powierzchni przez ay, interesuje nas 
jej kształt, a nie jej orientacja reprezentowana przez kąty Eulera. Dodat- 
kowo w praktyce, w obliczeniach mikroskopowych znaczna część używanych 
programów wykorzystuje tylko rzeczywiste wartości zmiennych ол. Zatem, 
czy ograniczenie się jedynie do rzeczywistych zmiennych oktupolowych po- 
zwala otrzymać wszystkie kształty powierzchni jądrowej opisanej przez pełny 
zakres zmiennych oktupolowych? 

Rozważmy zatem następujące dwie powierzchnie jądrowe określone przez 
różne zbiory zmiennych oktupolowych: 


Z) zespolone zmienne kolektywne аз, gdzie u = 0, +1, +2, +3 oraz rów- 
( p y и? g H 1 2 И 
nanie powierzchni: 


R(0,9) = Roll + azoY2o(6, 9) + a22(Y22(0, p) + Ya_2(6,p)) 


+ >, aż,t3,(6,9)], (167) 


v=—3 


(R) rzeczywiste zmienne kolektywne дз, и = 0,1,2,3 otrzymane z wa- 
runków Сз = —@3—1, Q32 = 039, Q33 = — 3-3 oraz odpowiednio 
równanie powierzchni: 


К(0,ф) = Roll + 6osoYoo(0,%) + Goə (Yo (0, p) + Y2,-2(8, р)) 

+  zoY30(6,9) + Az1(Y31(6, 9) — Y3_1(9,)) 

+ ёзә(Үзә(Ө, 9) + Y3,—2(6,9)) 

+ @зз(Үзз(0,ф) — Y3,-3(6,9))]. (168) 


Zgodnie z postawionym wcześniej pytaniem, chcemy wiedzieć, czy oba 
równania opisują ten sam zbiór powierzchni. 


Jedynymi transformacjami zachowującymi kształt oraz objętość powierzchni 


jądrowej są translacje oraz transformacje ortogonalne. 
Ponieważ interesują nas jedynie takie przekształcenia, które zachowują 
warunki określające układ wewnętrzny {@20, Q22 = 0992, 0941 = О} о), Zza- 


tem musimy ograniczyć się jedynie do grupy oktaedralnej Оһ, (podrozdział 
3.1). 
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Dowolna transformacja obrotu powierzchni (167) przeprowadzająca ją do 
postaci (168) opisanej przez zmienne йз, określona jest przez układ równań: 


Gay = аз( РУ) + 027 (0) + azoDźię(9). 


p == (0). EI 232. 
з Sas (9), сүс E2, +3, (169) 
gdzie spełnione są warunki &22 = Qo 2, бо+1 = 0, йз = —@Qs 1, бзә = 


бз_о, зз = —Q3—_3. 

Ze względu na to, że operacja inwersji przestrzennej, która komutuje z 
obrotami, jedynie zmienia znak stojący przy дз’, dalsze rozważania można 
ograniczyć do podgrupy O. 

Okazuje się, że istnieją trzy podzbiory powierzchni (167) oraz trzy odpo- 
wiadające im podzbiory obrotów, które przeprowadzają (167) w (168): 


(i) Pierwszy podzbiór powierzchni (167) określony jest przez zawężenie 
zmiennych zespolonych przez warunki a = a = aż; = 02: 


R(6,p) = Roll+ azoYzo(0,9) + aa2(Y22(6, p) + Y2,—2(6,9)) 

+ a30Y30(6,9) + озі (Уз1(0, p) — Y3_1(6,9)) 

+ оөзо(Үзә(Ө, p) + Y3,—2(6,9)) + озз(Үзз(0, p) — Y3,-3(6,9))]. 
(170) 


W tym przypadku obroty przeprowadzające (167) w (168) tworzą grupę 
Diy = {E, Cox, Czy, C22, Cay, Ci Сз, Coa}, która jest równocześnie 
grupą symetryzacji odpowiadającego modelu kolektywnego. Grupą sy- 
metrii tej powierzchni jest grupa C,.,, której osią symetrii jest oś OY. 
Elementy tej grupy przedstawione są w dodatku A.3. 


(ii) Drugi podzbiór dany jest przez związki a3, = оз» = o, = 0: 


R(0,p) = Rofl + &zY20(0, p) + a22(Y22(6, p) + Y; -2(6,0)) 

A30Y30(6, 9) + азі (Yai (0, у) + Y3 —1(6,9)) 

a32(Y32(6,9) + Ys —2(0, p) + ag3(Y33(0,9) + Ys _3(0,9)]. 
(171) 


Bu = CY + aż)» Aj, m G Е аф): 
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Grupą symetryzacji zmiennych opisujących (171) jest Эле = { E, Со, 
Coy, Coz, Ca; OAOE Су}. Można ją otrzymać obracając grupę Diy 
o kąt —3 względem osi OZ, tj. Diz = R.(-2)D4„R.(3). 
W przypadku powierzchni (171) obroty Сз, Gz Z ss Cu GL Gu: 
Сз, C» pozwalają otrzymać powierzchnię opisaną zmiennymi rzeczy- 
wistymi (168). Otrzymane obroty nie tworzą grupy. Grupą symetrii tej 


powierzchni jest grupa Сш, której osią symetrii jest oś ОХ. 


(iii) Trzeci zbiór warunków Озо = оз» = ол» = 0 opisuje powierzchnię 
jądrową: 


R(6,p) = Roll + oaosoYoo (0, p) + a22(Y22(6, p) + Yo —2(6,0)) 
ЕЈ а31Үз1(0, p) T а3_1Уз,1(0, p) + азз Үзз(0, p) 
+ a3_zV3 -3(0,9)], 


(172) 


której grupą symetryzacji jest Dy., = { ЕЁ, Cox, Cay, Coz, Caz, ONENA 
C}. Podobnie jak poprzednio grupę tę można otrzymać z grupy Du, 
obracając ją o kąt – 5 względem osi OX, tj. Du, = R,(—5S)Du,/R.(5). 
Jak i poprzednio, w tym przypadku obroty transformujace (172) do 
(168) nie tworzą żadnej grupy. Są nimi Csa, C38, Сзу, C35, Са, Ст, Сое, 
Cor. Grupą symetrii tej powierzchni jest grupa C,.., której osią symetrii 
jest oś OZ. 


We wszystkich trzech przypadkach można zauważyć, że zmienna os, musi 


być równa zero. Zmienna ta jest niezmiennikiem grupy tetraedralnej Ty o 
osiach czterokrotnych ОХ, OY, OZ. Ze względu na to, że w równaniach opi- 
sujących powierzchnie (170,171,172) a3 = 0, zatem nie jest możliwe otrzy- 
manie powierzchni (168) z powierzchni (167) o wyżej wspomnianej symetrii 
tetraedralnej T4. 

Dodatkowo widać, że każda z otrzymanych powierzchni posiada inną oś 
symetrii. 

Z powyższych rozważań wynika, że ograniczenie się tylko do zmiennych 
Re(ax,), A = 2,3 prowadzi do zawężenia pełnego modelu kolektywnego. 


4.2.1 Jakobian transformacji pomiędzy uładem laboratoryjnym a 
wewnętrznym 


Podczas rozważań transformacji pomiędzy układem laboratoryjnym a we- 
wnętrznym istotną informacją jest również postać jakobianu tego przekształ- 
cenia. W przypadku, gdy wartość jakobianu jest różna od zera w danym 
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punkcie, wówczas można znaleźć przekształcenie odwrotne pomiędzy ukła- 
dami współrzędnych w otoczeniu tego punktu rozmaitości kolektywnej, [59]. 

W przypadku, gdy mamy jedynie zmienne kwadrupolowe, wówczas dla 
standardowego przekształcenia do układu wewnętrznego otrzymujemy nieze- 
rowy jakobian wyliczony np. w [62]. W naszym przypadku, zgodnie z definicją 
transformacji pomiędzy układami (wzór (118)): 


aż = D26 (Qi, Qa, Q3)* 220 + [02 (04, Qa, Оз)* + О (Оу, 0», Оз)* | @22, 


аал = Ü, боз = 05-9 (173) 


otrzymujemy następującą wartość jakobianu przejścia: 
lab lab lab „lab „lab 
O(A 2, оуу, ашу, озү, Q32 ) 


O(a20, Q22, Qı, О», Оз) 


= 402 (203 — 3020) sin(02). (174) 


Zatem transformacja z układu laboratoryjnego do wewnętrznego jest moż- 
liwa, gdy a22 Z 0, озу Z 303) oraz Q> Z 0, т. 

Przypuśćmy następnie, że rozważamy model, w którym jedynymi zmien- 
nymi są zmienne oktupolowe [62, 63, 64, 65, 66, 67]. Z podanych przykładów 
parametryzowania zmiennych oktupolowych najbardziej interesuje nas ogra- 
niczenie się do wartości rzeczywistych 4£A39, &3-1 = —Agy, @з—ә = Aga, йз з = 
—дзз}у. Jednakże, jak pokazano w pracy [62], w tym przypadku jakobian 
przekształcenia zeruje się dla wszystkich wartości zmiennych kolektywnych, 
co oznacza, że warunki (439, йз-1 = —dg, &3-2 = бзә,дз—з = —йзз}у; nie 
definiują układu wewnętrznego. 

Korzystając z naszej definicji układu wewnętrznego: 


ода? = DQ, Qa, Оз)*&зо + рз (01, 0a, 03)* =p x PA б 
+ |D, (Q, Q2, 03)* + D3 (Q1, Q2, Q3)*] 65 
+ [D} (Q1, Qa, 03)* — р? (Qi, Qa, Q3)*] & (175) 


ilab ааъ ilab таб. о/а, aga 
CE AZT A33 A35 A31 Aa D 


otrzymana wartość jakobianu 


аа ат aa Da 0) = Q i jest iden- 
tyczna jak wynik uzyskany w |62], gdzie azą i i o. oznaczają odpowiednio 
część rzeczywistą i urojoną dla OZ, и = | 2,3. Dokładny wzór dla tych 
funkcji przedstawiony jest poniżej we wzorze (176). 

Przykład parametryzacji zmiennych oktupolowych, dla których jakobian 
przejścia ma wartość różną od zera został podany np. w [67]. 

Trzeba jednak pamiętać, że rozważany przypadek zachodzi, gdy w modelu 
mamy jedynie zmienne oktupolowe. Nie jest on jednak równoważny sytuacji, 
gdy oprócz zmiennych oktupolowych mamy jeszcze kwadrupole. 
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Gdy definiujemy układ wewnętrzny poprzez warunki { ооо, 02421 = 0, Q22 = 
Q2_1, Q30; 031, 0342, ©з+з} f, tzn. gdy zmienne oktupolowe tworzą pełny ten- 
sor o wartościach zespolonych (Z), gdzie kąty Eulera są zdefiniowane jedno- 
znacznie przez zmienne kwadrupolowe, jakobian przekształcenia jest równy 
jakobianowi (174) i nie jest zależny od żadnych zmiennych oktupolowych, 
[62]. 

Ponieważ w naszym przypadku, jako drugi model, rozważamy przestrzeń 
kwadrupolowo-oktupolową ograniczoną do zmiennych rzeczywistych (R), za- 
tem należy policzyć jakobian dla tak wybranej podprzestrzeni zmiennych 
kolektywnych. Zgodnie z przyjętą definicją transformacji pomiędzy układem 
laboratoryjnym a wewnętrznym, wzór (118), kąty Eulera określające położe- 
nie układu wewnętrznego względem laboratoryjnego są identyczne zarówno 
dla zmiennych kwadrupolowych jak i oktupolowych. Jednak samo określenie 
kątów О zależy jedynie od trzech warunków definiujących układ wewnętrzny, 
co w naszym przypadku odpowiada równościom азіі = 0, 2022 = о. Do- 
datkowe warunki zawężające zakres zmiennych oktupolowych do części rze- 
czywistych Re(a3„) odpowiadają sytuacji, gdy liczba funkcj f,(ax,, Q) jest 
większa od wymaganych trzech, podrozdział 3.1, co pociąga za sobą zmianę 
struktury rozmaitości zmiennych kolektywnych. Zwiększenie liczby nałożo- 
nych warunków na zmienne wewnętrzne powoduje ograniczenie przestrzeni 
zmiennych laboratoryjnych do pewnej podprzestrzeni. 

W dalszych rozważaniach, aby to pokazać, wygodniej jest osobno rozwa- 
żać części rzeczywiste: о, 0380, и = 1,2,3 i urojone: ог? laboratoryjnych 
zmiennych oktupolowych: 


аа? = дзой? (Qo) соз(иО,) 
+s (dż, (Q2) cos(uQ + Оз) — di _, (Qo) сов(иО, — Оз) 
55 (22,092) cos(a + 203) + dź_>(Q2) cos(uQ, — 20) 
+азз (da) cos(u( + 303) — а s (Qa) cos(uQı — 303) ). 
озн? = Gzodź (Qa) cos( uN) 
+s СОЎ sin(v0 + Оз) — а (Q2) sin(v0, — Оз) 
+43 (400) sin(v0 + 203) + а (95) sin(v0, — 20) 
+ógz (Сз sin(v0Q, + 303) — d3_, (Q) sin(vQ, — 303)). 
m= 01.23 u= 193 (176) 


oraz aHa? = alè. Funkcja 0 „(Q>) występująca w (176) jest rzeczywistą funk- 
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сја wchodzącą w skład funkcji Wignera D3, (Q1, Q2, Оз) = e F"Hdż,,(Qa)e toa 
[49|. 

Jak było wcześniej wspomniane układ wewnętrzny otrzymywany jest z 
trzech warunków nałożonych na zmienne kwadrupolowe, dlatego też w ukła- 
dzie laboratoryjnym mamy pełną przestrzeń w zmiennych kwadrupolowych 
OZ, u = 0, +1, +2. W układzie wewnętrznym odpowiadają im rzeczywi- 
ste zmienne ooo i O> огах trzy kąty Eulera (24, Q2, Оз. Dodatkowo mamy 
ograniczenie przestrzeni oktupolowej do czterech wymiarów opisanych przez 
zmienne rzeczywiste (39, 31, (432, (433. Oznacza to, że chcąc zachować iden- 
tyczny wymiar w układzie laboratoryjnym i wewnętrznym, laboratoryjna 
przestrzeń oktupolowa również musi posiadać cztery wymiary. Problem po- 
lega na znalezieniu czterech niezależnych zmiennych oktupolowych w ukła- 
dzie laboratoryjnym, tak aby jakobian przejścia miał wartość różną od zera 
[60], [61]. Z (176) widać, że każda oktupolowa zmienna laboratoryjna zależy 
od siedniu zmiennych wewnętrznych 30, йз1, зо, зз, Q1, Q2, Оз, gdzie kąty 
О zdefiniowane są z warunków nałożonych na zmienne kwadrupolowe. Chcąc 
znaleźć cztery niezależne laboratoryjne zmienne oktupolowe trzeba policzyć 
jakobiany rzędu 4 dla czterech wybranych ар, оа, Gz, u = 1,2,3 i wy- 
brać ten, który przyjmuje wartości różne od zera. Dla naszego przypadku 
został obliczony następujący jakobian: 


lab I lab / lab I lab 
O(a36, 510, 032" 03377) 


(азо, G31, зә, йзз) ш 
który jest funkcją zależną od kątów Eulera (kąty Eulera są tu tylko para- 
metrami), przyjmującą wartości zerowe dla poszczególnych przypadków, na 
przykład dla (04, Q2, Оз) = {(5, Q2, 0), (5, Q2, r), (5, 5,03) |. 

Korzystając z (173) i (176) wartość jakobianu przejścia dla omawianej 
przestrzeni kwadrupolowo-oktupolowej 


lab lab lab lab lab lab / lab I lab / lab 
да, а у, оу, Ay, о, 050), 031”, 033”, 0337) 


== ICE ; 178 
O(a20; a22, Q1, Q2, Оз, A30, дзі, йзо, йзз) и 
można ogólnie zapisać jako 

Q22 (205; Е Зоо) / (Q), (179) 


gdzie f(Q) jest funkcją zbudowaną z funcji trygonometrycznych zależnych od 
kątów Eulera. Otrzymany jakobian jest niezależny od wewnętrznych zmien- 
nych oktupolowych, co oznacza, że istnieje transformacja pomiędzy układami 
dla dowolnych wartości zmiennych oktupolowych. 

Zatem przy przekształceniu pomiędzy układami, gdzie układ wewnętrzny 
określony jest przez warunki nałożone na kwadrupole (aa), a oktupole 
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{azu} ograniczone są do części rzeczywistych otrzymujemy, że niezależnymi 


laboratoryjnymi zmiennymi oktupolowymi {019} są w naszym przypadku 


lab rlab „rlab lab ° kk : (ДЇ lab lab 
Q30 › X31 Q32 ,Q33 , natomiast CZĘSCI UrojJone Os) , 039 , зз Mogą być 


przedstawione za pomocą funkcji zmiennych о/а, agi %, az, az5% i trzech 
kątów Eulera (2. Oznacza to, że zmienne ог nie są niezależne w układzie 
laboratoryjnym, a ich wartości zależą od położenia układu wewnętrznego 
względem laboratoryjnego oraz pozostałych oktupolowych zmiennych labo- 
ratoryjnych. W takiej kwadrupolowo-oktupolowej przestrzeni postacie do- 
puszczalnych kształtów jądrowych są określone wzorem: 


pie (91% glab) = Ro Ë y? alab =Y, (01%, glab) 


u=—2 


+ Уз (050000) + (ош (О, (авии?) }))*) уз, (0%, фу]. (180) 


5 Hipoteza istnienia jąder o wyższych syme- 
triach punktowych 


W tym rozdziale zadajemy sobie pytanie czy istnieją jądra o wyższej syme- 
trii punktowej, czyli różnej od sferycznej (SO(3)), osiowej (SO(2), D.) oraz 
elipsoidalnej (trójosiowej) (D2, Dən) [3, 4|. Zgodnie z teorią grup symetrii de- 
generacja widma energetycznego jądra opisanego danym hamiltonianem jest 
ściśle powiązana (o ile nie występuje tak zwana degeneracja przypadkowa) z 
wymiarem reprezentacji jego grupy symetrii. Dokładniej mówiąc degeneracja 
jest na ogół (zależy to od zachowania się reprezentacji względem transfor- 
macji odwrócenia w czasie) równa wymiarowi odpowiedniej nieprzywiedlnej 
reprezentacji. Oznacza to także, że symetrie posiadające więcej wymiarowe 
reprezentacje mogą prowadzić do zwiększenia odległości pomiędzy stanami 
energetycznymi (grupowanie się stanów związane z degeneracją), co z kolei 
może prowadzić do powstania większych przerw energetycznych. 

Znając symetrię G hamiltonianu jądrowego można znaleźć, niezależnie od 
szczegółów modelu, reguły wyboru ([1]) dla przejść elektromagnetycznych. 
Przyjmujemy, że stan początkowy |„Га) transformuje się względem grupy 
symetrii G przy pomocy nieprzywiedlnej reprezentacji Г. Tu v oznacza do- 
datkowe liczby kwantowe opisujące stan, a a numeruje wektory należące do 
bazy reprezentacji Г. Podobnie oznaczamy stan końcowy |v T'a}, a operator 
przejścia Q! niech będzie nieprzywiedlnym tensorem względem grupy syme- 
trii G: _ _ _ 

R(g)Qi R (д) = >` А1(9)95, (181) 
m 


gdzie AT (g) oznacza macierz dla elementu g w nieprzywiedlnej reprezentacji 
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T do której należy ОЁ, R(g) odpowiada obrotowi o kąt g € G. Elementy ma- 
cierzowe (vT'a|Q'|vTa) mogą mieć wartości różne od 0 wtedy, gdy iloczyn 
Kroneckera reprezentacji stanu początkowego i operatora można rozłożyć na 
sumę reprezentacji, która zawiera tę do której należy stan końcowy. Oznacza 
to, że musi zachodzić: Е 

Te ЛУГ”, (182) 


W przeciwnym wypadku wiadomo, ze taki element macierzowy bedzie mial 
wartość równą zero, czyli otrzymujemy przejścia wzbronione. 

Dokładniejszy opis otrzymywania reguł wyboru oraz potrzebne definicje 
i twierdzenia przedstawione są w podrozdziale 6.3. 

Zarówno możliwość pojawienia się większych przerw energetycznych jak 
i reguł wyboru dla przejść elektromagnetycznych została wykorzystana do 
badania jąder podejrzewanych o posiadanie wyższych symetrii punktowych. 
Hipotezę tę analizowano dla szeregu jąder atomowych takich jak gadolin czy 
dysproz. Do ich opisu wykorzystano grupy: tetraedralną oraz oktaedralną, za 
pomocą których skonstruowano stany, dzięki którym próbowano odtworzyć 
wyniki eksperymentalne. 

W badanych modelach udało się znaleźć liczby magiczne inne niż dla 
jąder mających mniejszą symetrię, niestety grupy tetraedralna i oktaedralna 
nie pokazują bardzo charakterystycznych, możliwych do wykorzystania w 
eksperymentach reguł wyboru. Zatem na podstawie otrzymanych wyników 
pomiaru trudno jest powiedzieć czy dane jądro atomowe posiada symetrię 
tetraedralną (oktaedralną). 

Badania były przeprowadzone w ramach modelu średniego pola, gdzie 
wprowadzając odpowiednie parametry deformacji, modelowano hamiltoniany 
o różnych symetriach punktowych. Jądra atomowe zostały opisane za pomocą 
fenomenologicznego hamiltonianu jednocząstkowego z potencjałem Woodsa- 
Saxona, |52, 53, 54, 55]: 


a Vo 
 l-+exp(dist=(r)/a)' 


gdzie powierzchnia jądra У przedstawiona jest za pomocą standardowego 
wzoru: 


Vws (183) 


оо A 
У: R(6,9) = 1+), у, Ya, p). (184) 
A=2 V=—A 
Użyty potencjał zależy od dwóch parametrów: od głębokości potencjału Vo 
oraz rozmycia jego brzegu a. Funkcja disty(r) określa odległość punktu wy- 
znaczonego przez wektor r od powierzchni jądrowej >. Kształt jądra atomo- 
wego, w tym opisie, zależy od wartości parametrów deformacji ax,. Istotne 
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jest również to, że grupa symetrii potencjału jest równocześnie grupą symetrii 
geometrycznych powierzchni jądra atomowego. W pracach [3, 4| wykonano 
obliczenia, w których powierzchnia > była opisana przez tetraedralny para- 
metr deformacji a32 = Qży: 


У: R(6,9) = Rofl + osə(Ysə(0, p) + Y3—2(6,9))]. (185) 


Tak otrzymana powierzchnia У posiada symetrię opisaną przez grupę Т уы ‚ [2]. 
Co było istotne, w tej grupie istnieją dwie dwuwymiarowe reprezentacje oraz 
jedna czterowymiarowa. Pamiętajmy, że degeneracja określonego poziomu 
energetycznego zależy od wymiaru reprezentacji nieprzywiedlnej, dla której 
ta energia została wyznaczona i prowadzi do grupowania się poziomów jed- 
nocząstkowych w multiplety względem grupy symetrii. To grupowanie może 
prowadzić do pojawienia się innych lub dodatkowych liczb magicznych niż 
zaobserwowane dla jąder sferycznych. W podanych wcześniej artykułach zo- 
stały policzone numerycznie protonowe i neutronowe widma jednocząstkowe 
dla grupy ТР. W trakcie tych obliczeń otrzymano duże wartości przerw ener- 
getycznych dla następujących liczb protonów, [4]: 


Z = 16, 20, 32, 40, 56, 58, 70, 90, 94, (186) 
oraz dla neutronów 
N = 16, 20, 32, 40, 56, 58, 70, 90, 94, 112. (187) 


Grupa T? nie jest jedyną grupą posiadającą wielowymiarowe reprezenta- 
cje. W dalszych badaniach, [68|, wzięto również pod uwagę większą grupę 
ОР, posiadającą cztery dwuwymiarowe reprezentacje i dwie czterowymia- 
rowe. Dla tych dwóch grup skonstruowano niezmienniki powierzchni (184), 
dla multipolowości A < 9. Zgodnie z wynikami prac [3, 4| niezmiennikiem 
grupy ТР o najniższej multipolowości À = 3 jest sama zmienna a312 = їз. 
W przypadku grupy ОР niezmiennikiem o najniższej multipolowości jest 


14 
5 


v= Q&4so—Q4-4— Q44, CO daje następujący związek pomiędzy parametrami 


5 
14 


mające symetrie TP lub OP mają odpowiednio następujące postacie: 


deformacji: одо = 04, Олы Z — 04. Oznacza to, że powierzchnie jądrowe 


R(0, p) = Roll + ts(Y32(8, 9) + Y3—2(6,9))] (188) 


oraz 


Ponieważ w prezentowanych wynikach z femenologicznym potencjałem 
Woodsa-Saxona symetria została narzucona przez dobór odpowiednich para- 
metrów, zostały dodatkowo wykonane obliczenia samozgodne metodą Hartree- 
Focka. Nie zawierają one bezpośredniej informacji o symetrii powierzchni ją- 
drowej. Celem tych rachunków było obliczenie momentów multipolowych dla 
jąder ziem rzadkich. Związki pomiędzy składowymi momentów multipolo- 
wych zostały przedstawione w tabeli poniżej, [68]: 


ZN Qa Qo Q. —/ĘQo 
64 86 0.94181 —0.22737 0.13587 0.13588 
64 90 1.39465 —0.42825 0.25592 0.25592 
64 92 0.00000 —0.44721 0.26726 0.26726 (190) 
62 86 0.48739 —0.08694 0.05195 0.05195 
62 88 0.81210 —0.21880 0.13076 0.13076 
62 90 1.20601 —0.38033 0.22729 0.22729 


Porównując liczby występujące w kolumnie 5 i 6, widać, że są one zgodne z 
zależnościami występującymi pomiędzy одо, X4+2 W niezmienniku v. Sugeruje 
to powierzchnię jądrową o następującym kształcie: 


D: (ө) = Rof 1 ts(Ysz(6, р) + Y-2(6,9)) + 


5 14 


FV 1494 5 


Dodatkowo widać, że dla jąder przedstawionych w tabeli, jednocześnie wyste- 
рија kombinacje symetrii TP i ОР. Jedynie dla jądra o liczbie protonów 64 1 
liczbie neutronów 92, FŚGd, otrzymujemy czystą symetrię ОР (ośmiościanu), 
[2]. 

Pierwsze modele próbujące oszacować przejścia elektromagnetyczne dla 
hipotetycznego jądra atomowego opisanego przez grupę Tu zostały przedsta- 
wione w artykulach [68, 69]. Przedstawiony w nich model kolektywny opisy- 
wał część wibracyjną w rzeczywistych zmiennych kwadrupolowych ооџ, ш = 
0,2 i zespolonych oktupolowych a3,, и = 0, +1, +2, £3, co łącznie daje 
dziewięć zmiennych wibracyjnych. Powierzchnia jądrowa opisana przez taki 
dobór zmiennych ma postać: 


R(0,9) = Roll + azoY2o(6, 9) + a22(Y22(0, p) + Ya_2(6,9)) + 


+ У) aż Y3,(0, 9)]. (192) 


u=—3 


Yao(0, p) — Ya-1(6,9)-Vu(,9)). (191) 


Przedstawiony model składa się z sumy niesprzężonych pomocniczych hamil- 
tonianów oscylatora harmonicznego, dla których część wibracyjna dzieli się 
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na część kwadrupolową Ньь 1 oktupolową Ньь;з: 


3 3 
Наша. у A sy. Haas ŻE Нз, + > H р (193) 
u=0 u=l1 


u=0,2 
gdzie 
k h o? l юр (k k o ! 
vibu = кВ ем (ам — (a); k= ri, (194) 


ża k k 
28% (ağ)? 


a B®) jest parametrem masowym, w - określa częstość drgań, r- oznacza 


część rzeczywistą oraz i- część urojoną Gs, = ay, +io$) (co jest równoważne 
zapisowi używanemu w dalszej części pracy: оз, = AB, + iaz,,). Parametry 
deformacji statycznych a0 określają minima potencjału, a zatem również 
powierzchni jądrowej wokół której następują drgania. Konstrukcja hamilto- 
nianu posiadającego symetrię Ty została również przedstawiona w [70]. 

W omawianym modelu rozważany jest mały fragment widma energetycz- 
nego, który można schematyczne przedstawić jako: 


9- 
SE 7- 
6" 5- 
47 a — 3- 
A боо, &22 = 0 

— dg 740 

боо, &22 Z 0 Тл 

Az, = 0 

Don 


Rysunek 1: Fragment widma energetycznego dla modelu kwadrupolowo- 
oktupolowego 


Pierwsze pasmo, jest rotacyjnym pasmem kwadrupolowym. Ta część sta- 
nów posiada deformację tylko w części kwadrupolowej, co odpowiada syme- 
trii elipsoidy trójosiowej эһ. Stany, dla tego pasma, opisane są za pomocą 
funkcji oscylatora harmonicznego mających zero fononów. 

Drugie pasmo jest rotacyjnym pasmem oktupolowym. Jedyną niezerowa 
deformacją statyczną w tym paśmie jest deformacja tetraedralna, co daje 
symetrię Ty”. Dla tego pasma oktupolowego stany opisane są za pomocą 
jednofononowych funkcji oscylatora harmonicznego. 


3W obliczeniach przedstawionych w [68, 69] osie układu wewnętrznego są obrócone 
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Ogólnie przedstawiona przez autorów metoda otrzymania funkcji jedno- 
fononowej o odpowiedniej symetrii składa się z następujących kroków: 


(1) 


(3) 


Funkcje opisujące część wibracyjną składają się z iloczynu dziewięciu 
funkcji jednowymiarowego zero lub jednofononowego oscylatora har- 
monicznego. Każda z funkcji wchodząca w skład iloczynu opisana jest 
przez jedną ze zmiennych: zmienną kwadrupolową a, и = 0,2 i 
zmienną oktupolową os, v = 0, +1, +2, +3. Zależą one od parame- 
tru na, który jest miarą szerokości potencjału odpowiednio w kierunku 
kwadrupolowym i oktupolowym: 


(к), (k) 

т = a 120% (195) 
Chcąc uzyskać funkcję o odpowiedniej symetrii trzeba część kwadrupo- 
lową i okrupolową powyższej funkcji, zrzutować na reprezentacje grupy 
Та. Otrzymana funkcja nie posiada deformacji statycznych, zatem wi- 
bracje opisane przez tę funkcję zachodzą wokół powierzchni sferycznej. 
Chcąc otrzymać ruch wibracyjny względem powierzchni mającej syme- 
trię Ty trzeba wprowadzić do opisu parametry przesunięć (deformacje 
statyczne) 32. W tym celu wprowadzony jest odpowiedni operator ko- 
mutujący z operatorem rzutowym, dzięki czemu nie zmienia on symetrii 
otrzymanych funkcji. 


Dla funkcji jednofononowych użyty jest operator: 


=). (196) 


Powoduje on przesunięcie w kierunku zmiennej а о wartość określoną 


przez deformację statyczną 89. 

W paśmie oktupolowym mamy mieć funkcje jednofononowe o parzysto- 
ści ujemnej. W tym celu użyty jest operator rzutujący na parzystość 
ujemną 5(1 — Г), gdzie I jest operatorem inwersji przestrzennej. 


Budowa stanów dla pasma o parzystości dodatniej jest prostsza od pa- 
sma o parzystości ujemnej. Wynika to z tego, że część wibracyjna opisana w 


względem osi przedstawionych w [2]. Różnica ta powoduje, że grupą symetrii dla zmiennej 
rzeczywistej a32 jest grupa Tu. W dalszej części pracy moje obliczenia opierają się na osiach 
przedstawionych w [2], co daje dla tej zmiennej odpowiednio grupę symetrii O. Obie grupy 
są równoliczne, posiadają identyczne nieprzywiedlne reprezentacje, klasy i charaktery. 
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zmiennych шо składa się funkcji zerofononowych, bez deformacji 
statycznej а. W tym przypadku parametry deformacji statycznej pojawiają 
się w części kwadrupolowej i otrzymywane są przez operator 7 (Aeg, боо). W 
ten sposób uzyskana funkcja posiada symetrię grupy Dən, która opisuje to 
pasmo. 

Przedstawiona konstrukcja stanów dla omawianego modelu, pozwoliła 
uzyskać odpowiednie stany, które później zostały użyte do oszacowania przejść 
elektrycznych wewnątrz pasm i pomiędzy nimi. Jest ona również istotna 
dla obecnej pracy, ponieważ ten sam schemat budowy odpowiednich sta- 
nów, poza pewnymi szczegółami, został użyty przy tworzeniu nowych modeli 
przedstawionych w dalszej części. 

Krótki opis wczesnej historii poszukiwań symetrii tetraedralnej w opisie 
jąder atomowych można znaleźć w |71]. Dodatkowo w [72| zostało opisane 
zastosowanie grupy Ту do opisu jądra "Dy, gdzie zmiennymi użytymi do 
opisu powierzchni jądrowej są zmienne rzeczywiste: kwadrupolowa ооо Oraz 
oktupolowa a32. Oprócz dwóch głównych jąder atomowych: Юу i Са, 
do których zastosowano opis zawierający symetrię tetraedralną, pojawiły się 
również modele, które wprowadzały tę symetrię do opisu innych jąder. Jed- 
nym z przykładów jest artykuł [73], gdzie symetria Ty wykorzystana jest do 
obliczeń średniego pola z potencjałem Woodsa-Saxona dla izotopów "Zn. 

W dalszej części pracy zostaną przedstawione dwa skonstruowane przeze 
mnie testowe modele kolektywne próbujące odtworzyć wyniki eksperymen- 
talne dla gadolinu 156. Modele te oprócz części wibracyjnej są rozszerzone 
dodatkowo o funkcje rotacyjne. Ważną rolę w konstrukcji nowych modeli 
odgrywa grupa symetryzacji wynikająca z postaci zmiennych wewnętrznych 
użytych do opisu stanów. Główną różnicą odróżniającą te modele jest wy- 
bór zmiennych oktupolowych {@з„}. Dla pierwszego modelu zmienne te mają 
postać zespoloną (Z) co daje łącznie siedem zmiennych oktupolowych. Dla 
drugiego podejścia zmienne oktupolowe są ograniczone jedynie do zmien- 
nych rzeczywistych (R), co zmniejsza ich liczbę do czterech. Dokładniejszy 
opis oraz schemat kolejnych kroków prowadzących do konstrukcji każdego z 
modeli jest przedstawiony w następnym rozdziale. 


б  Wibracyjno-rotacyjny jądrowy model kolek- 
tywny 


Jak wcześniej zostało wspomniane, konstruujemy dwa różne wibracyjno-rotacyjne 
modele kolektywne. W tym rozdziale przedstawiony jest ogólny schemat i 
kolejne kroki proponowanych konstrukcji oraz ich porównania z danymi eks- 
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perymentalnymi dla jądra Gd. 

Dla uproszczenia zapisu wprowadźmy następujące oznaczenia: dla dowol- 
nego A część rzeczywista ax, oznaczona jest jako Gdy = 1 (ay, +о%„), a część 
urojona ax, jako ay, = (ал. — aj). 

Ponieważ w dalszej części tezy używamy tylko standardowego wyboru 
układu wewnętrznego a221 = 0, 212 = ооо zmienne kwadrupolowe są auto- 
matycznie zmiennymi rzeczywistymi, [50, 51, 53, 47, 74, 52, 54]. 

Oba przedstawione modele różnią się strukturą przestrzeni kolektywnej: 


Model (Z) jest zdefiniowany przez { озо, 0212 = O22, оз = 0, Озо, Q3+1, 
Q3+2, ©з+з}у, Q, gdzie {аз„} są zmiennymi zespolonymi, w związku 
z czym opisują wszystkie możliwe kształty jądrowe. Jedynymi ograni- 
czeniami nałożonymi na zmienne wewnętrzne są trzy warunki w części 
kwadrupolowej określające układ wewnętrzny oraz standardowe relacje: 
aj, = (—1)”@х—„ (wzór (94)). 


W modelu (R), zgodnie z wcześniejszymi rozważaniami, ograniczamy się 
do zbioru zmiennych 4029, 2-2 = Q22, Q2+1 = 0, Озо, аз = —Q3_1, 
Q32 = Q32, Q33 = —a3_3|g, Q, co zawęża dostępne kształty jądra ato- 
mowego. Warunki określające układ wewnętrzny są identyczne jak dla 
pierwszego modelu. Dodatkowo występują warunki zawężające prze- 
strzeń oktupolową do czterowymiarowej podrzestrzeni zmiennych rze- 
czywistych. 


Jak było wspomniane wyżej, korzystając z obu modeli próbujemy odtwo- 
rzyć wyniki eksperymentalne otrzymane dla !156Gd, [5, 6]. Przy czym wy- 
korzystujemy jedynie pewne własności symetrii funkcji opisujących 
poszczególne stany energetyczne jądra. Co jest istotne, hamiltoniany jakie 
pojawiają się w opisie obu modeli mają charakter jedynie pomocniczy, tj. 
sugerują charakter fizyczny poszczególnych stanów dając ich postać począt- 
kową. 

W naszym przypadku hamiltonian powinien opisywać zarówno ruchy wi- 
bracyjne jak i rotacyjne. Przy założeniu, że pomiędzy nimi nie ma sprzężeń, 
ich ogólną postać można zapisać następująco: 


Н = Hoir + Hovir; + Hrot, (197) 
gdzie: 


(i) Hb; opisuje ruch wibracyjny w zmiennych kwadrupolowych ooo i 022: 


Нь = >` Hop: (198) 


u=0,2 


65 


(ii) Нььз określa wibracje oktupolowe: 
Huit; = > Н.дьзџ; (199) 
u=0 


gdzie n w zależności od wyboru zbioru zmiennych oktupolowych wynosi 


4 lub 7, 
(11) H,o odpowiada za rotacje. 


Hamiltoniany pomocnicze występujące we zorach (198) i (199) mają po- 
stać hamiltonianów wielowymiarowego, zdeformowanego oscylatora harmo- 
nicznego, tj.: 


2 2 Š 
JESS == E Za? | 5 Ву]? (ax, = (Ох (200) 


A es. 


gdzie { Bx, } są stałymi parametremi masowymi, a poszczególne ал, określają 
deformacje statyczne odpowiadające punktom równowagi wokół których za- 
chodzi ruch wibracyjny. 

Do opisu ruchu rotacyjnego wykorzystujemy jako stopnie swobody stan- 
dardowe kąty Eulera Q = (Q1, Q2, Оз), określające położenie układu we- 
wnętrznego względem laboratoryjnego. 

W dalszej części potrzebna będzie postać niezmienników rotacyjnych 5, 
zbudowanych ze zmiennych wibracyjnych w układzie wewnętrznym, [53, 54]: 


lab 
B => lay] = > lal”. (201) 
H p 
Ostatnia równość wynika z transformacji do układu wewnętrznego: 


а= у РА D (202) 
w 


Podstawiając (202) do wzoru na 6, mamy: 


В = У |022 = у>, DA(DŹ(O)*aż pay. (203) 
H uuu” 
Ponieważ DA (Q) = Р^, (97!) oraz ) р^.(9)р^, (971) = бшш", |49, 
75|, zatem 
B? = >: брати" = Уади = DE |a|”. (204) 
UT и H 


66 


W wybranym układzie współrzędnych 55 ma uproszczoną postać: 
82 = az + 202203 = zy + aż. (205) 


Natomiast odpowiedni niezmiennik 53 w zespolonych zmiennych oktupo- 
lowych os, = 03, + ias, zgodnie ze wzorem (201), będzie miał postać: 


2,2 
B3 = азу + 203103, + 2032039 + 2033033 


ГА ! P A A ГГА 
= озу + 2(agi + 055 + 052 + ag? + azź + о). (206) 


W przypadku rzeczywistych zmiennych oktupolowych 83 ma trochę prostszą 
postać: 


83 = озу + 2(o51 + a32 + a33). (207) 


Kolejną istotną informacją określającą każdy z rozważanych modeli jest 
grupa symetryzacji G, pozwalająca otrzymać jednoznaczną transformację z 
układu laboratoryjnego do wewnętrznego. Ponieważ w obu modelach część 
kwadrupolowa jest taka sama, zatem jedynie wprowadzenie dwóch różnych 
zbiorów zmiennych oktupolowych implikuje postać grupy symetryzacji: 


(Z) grupa O dla modelu o zmiennych zespolonych, 
(R) grupa Du dla modelu o zmiennych rzeczywistych. 


Oprócz grupy symetryzacji istotna jest również przynależność funkcji ba- 
zowych tworzących stany do nieprzywiedlnych reprezentacji grupy G.. 

W dalszym opisie do ich oznaczenia używamy symboli Гү, Г», Гз, które 
odpowiednio odnoszą się do nieprzywiedlnych reprezentacji części kwadrupo- 
lowej, oktupolowej i rotacyjnej. Gdy pojawiają się równoważne reprezentacje 
wówczas potrzebny jest indeks к;, i = 1, 2,3, który je rozróżnia. 

W przypadku, gdy mamy reprezentację wielowymiarową potrzebne jest 
dodatkowe oznaczenie odróżniające od siebie wektory bazowe. We wprowa- 
dzonych oznaczeniach dodatkowy symbol znajduje się za znakiem ";" wy- 
stępującym za indeksem dolnym i opisującym rodzaj ruchu. We wzorach 
(208-211) oznaczony jest on przez a. 

Korzystając z powyższych oznaczeń iloczyn skalarny w każdej z podprze- 
strzeni określony jest następująco: 


w przestrzeni kwadrupolowej L? (az, о) ma on postać: 


Ti Г. 
(бо (020, 022) ол, (ооо, 022) = 
r (208) 


134 Г; 
= |. dappda22 UCZ оо). (0420 22); 
R 
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w przestrzeni oktupolowej w zależności od wyboru podprzestrzeni opi- 
sującej oktupolowy ruch wibracyjny: 


(a) w modelu (Z): 


f 


Gas? tas PETZ (оз) = 


, , , ;Гә;ко 
Е 7 dazodaz, daządazzdaz, dos dos a (оз, })“ бозу ({оз„}), 
(209) 


(b) w modelu (R): 


(his? (Log, Рф в" (газ })) = 


; 210) 
Г ;K * Г jk ( 
= A dazęda,daządacz3 лам ааш) ш (LOG). 


gdzie p oznacza parzystość dodatnią (+) lub ujemną (—) funkcji oktu- 
polowej; 


w przestrzeni opisującej ruch rotacyjny mamy: 


(Ri RAS r, a (Q) = 
(211) 
== aa f аваз f" dy R” „za (O) R e (О). 


= 


6.1 Pasma energetyczne modelu kolektywnego 


Każdy z modeli kolektywnych, zbudowanych w oparciu o własności symetrii 
funkcji opisujących jądro atomowe, określa jedynie pewien interesujący nas 
fragment widma energetycznego obserwowany w eksperymentach [5, 6]. Ce- 
lem tej pracy są metody badania struktury symetrii niskoleżących stanów 
jądrowych na przykładzie jądra Са. Można je przyporządkować trzem pa- 
smom energetycznym, z których pierwsze jest zbudowane ze stanów 07, 2*, 
4t tworząc pasmo kwadrupolowe, a drugie i trzecie jest zbudowane ze stanów 
oktupolowych o nieparzystym momencie pędu J = 37,57 oraz o parzystym 
momencie pędu J = 27,47. Oczywiście istnieje możliwość rozszerzenia opi- 
sanych modeli. 

Używane stany do opisania jądra atomowego są określone w 12-sto lub 
9-cio wymiarowej przestrzeni kolektywnej. Niestety, nawet przy obecnie ist- 
niejących komputerach, obliczenia w tylu wymiarach wymagają bardzo dużej 
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ilości czasu procesora oraz wielkiej pamięci operacyjnej. Z tego powodu ob- 
liczenia były wykonywane w kilku krokach, które są przedstawione w dalszej 
części podrozdziału. 

Pierwszy model (Z) został skonstruowany w celu opisania jąder atomo- 
wych, które zgodnie ze wcześniejszymi obliczeniami, mogą posiadać symetrię 
tetraedralną. Z tego powodu w dalszych rozważaniach przyjęto istnienie peł- 
nego zbioru wewnętrznych zmiennych oktupolowych, z których można zbu- 
dować powierzchnię jądrową o symetrii Ty. Również wybór jądra atomowego 
156Gd opierał się na możliwości istnienia tej symetrii w jego strukturze. 

Ze względu na wybór zmiennych wewnętrznych zachowanie jednoznaczno- 
ści transformacji pomiędzy układem laboratoryjnym i wewnętrznym narzuca 
grupa symetryzacji O, która wpływa na postać szukanych stanów. Dodat- 
kowo w modelu tym zostały wprowadzone następujące założenia dotyczące 
budowy poszczególnych pasm energetycznych: 


(i) Pasmo kwadrupolowe o parzystości dodatniej określone jest przez stany, 
które opisują wibracje wokół powierzchni zapisanej za pomocą zmien- 
nych rzeczywistych a29 oraz ооо. Powierzchnia ta posiadającą syme- 
trię elipsoidy trójosiowej, tj. odpowiada grupie D>. Punkty równowagi 
wokół których następują wibracje określone są za pomocą kwadru- 
polowych deformacji statycznych Ag, Фо» i występują w funkcjach 
dosa (Гоз, }), и = 0,2. Poza stanem podstawowym 0* opisanym za 
pomocą funkcji zerofononowej, pozostałe funkcje opisujące część kwa- 
drupolową 2* i 47 mogą również zawierać wzbudzenia odpowiadające 
funkcjom jednofononowym zdeformowanego oscylatora harmonicznego. 


Przy założeniu, że w paśmie kwadrupolowym wzbudzenia mogą jedynie 
pochodzić od części zapisanej za pomocą zmiennych азо і 22 Otrzy- 
mujemy, że funkcje oktupolowe Aa A maja postaé zerofo- 
nonowych funkcji zdeformowanego oscylatora harmonicznego. W tej 
części przyjmujemy zerowe, oktupolowe deformacje statyczne. Zerofo- 
nonowość funkcji oktupolowej oraz zerowe wartości deformacji statycz- 
nych powodują, że musi ona należeć do symetrycznej reprezentacji Ау 
grupy symetryzacji O. 


(ii) Pasmo oktupolowe o parzystości ujemnej, posiada w części oktupolo- 
wej do аа Ta by: jedną niezerową deformację statyczną 0%. Dla 
kwadrupolowej funkcji bazowej фа (Goo, &22) zostały rozważone dwa 
przypadki: gdy nie ma deformacji statycznej oraz gdy dg, дә таја 
wartości różne od zera. W pierwszym przypadku pasmo oktupolowe 
opisuje wibracje wokół powierzchni jądrowej opisanej przez zmienną 
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al, której odpowiada szukana symetria Ty. W drugim przypadku po- 
wierzchnia jądrowa oprócz zmiennej a3 opisana jest przez ooo i Qo. 
Wprowadzenie dodatkowych zmiennych redukuje grupę symetrii do Do. 
W obu przypadkach funkcje kwadrupolowe są rozwiązaniem zerofono- 
nowym dla Ньь;ә, zatem, gdy nie ma deformacji statycznej funkcja musi 
należeć do reprezentacji A;. Gdy pojawiają się niezerowe deformacje 
statyczne, wówczas funkcje kwadrupolowe mogą należeć do innej re- 
prezentacji niż skalarna. Dla konstrukcji funkcji oktupolowej używamy 
jednofononowego rozwiązania hamiltonianu H,y5;3, co daje kilka możli- 
wości wyboru reprezentacji grupy symetryzacji O. 


Wykorzystane w konstrukcji wartości kwadrupolowych deformacji sta- 
tycznych przyjęte są zgodnie z oszacowaniami mikroskopowymi: ào = 0, 34, 
доо = 107°, [76]. Nie są więc one wolnymi parametrami modeli. Wartości 
pozostałych parametrów uzyskane są za pomocą metody najmniejszych kwa- 
dratów, tak aby otrzymane stany najlepiej odtwarzały wartości eksperymen- 
talne [5, 6]. 

W efekcie analizujemy jedynie tylko serię stanów przedstawionych па po- 
niższym rysunku: 


К = = = = 
4 о g- _ 9- 
2" o o o o 
0+ Q29, Q22 = 0 lub Q20 = 0,34, Q22 = 1075 
доу = 0,34, 2090 
доз = 105°, 


39 = 0 
Rysunek 2: Stany dla modelu o zmiennych zespolonych (Z) 


Model o zmiennych zespolonych (Z) jest konstruowany w trzech krokach. 
Pierwszy polega na znalezieniu postaci funkcji bazowych oraz wszystkich 
możliwych kombinacji stanów dla wybranych trzech pasm energetycznych. 
Część ta opiera się głównie na własnościach algebraicznych wektorów bazo- 
wych. W celu otrzymania jawnej postaci funkcji bazowych napisane zostały 
odpowiednie programy w Mathematice. 

Druga część konstrukcji dotyczy wyliczenia parametrów opisujących po- 
wyższe funkcje. Znalezienie ich wartości było możliwe dzięki programowi na- 
pisanemu w Fortranie przez A. Dobrowolskiego. Program ten korzystał z 
procedury najmniejszych kwadratów i dopasował wyliczone В(Е2) do da- 
nych eksperymentalnych. 
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W trzecim etapie konstrukcji omawianego modelu zostały przeprowa- 
dzone obliczenia zredukowanych przejść międzypasmowych B(E1) przy ko- 
rzystaniu ze skonstruowanych wcześniej stanów. 

W drugim modelu (R), ze względu na to, że większość obliczeń mikro- 
skopowych ogranicza się jedynie do rzeczywistych wartości zmiennych оли, 
zarówno zmienne kwadrupolowe jaki i oktupolowe są rzeczywiste. Taki wy- 
bór zmiennych powoduje zmianę grupy symetryzacji na Du, co wpłynęło 
również na postać rozważanych stanów. 

W tym modelu analiza prowadzi do następującej struktury wybranych 
pasm energetycznych: 


(i) 


Pasmo kwadrupolowe, składające się ze stanów 07, 27, 4*, posiada 
niezerowe kwadrupolowe deformacje statyczne identyczne jak w mo- 
delu wcześniejszym (Z). Oznacza to, że wibracje opisywane przez to 
pasmo, podobnie jak poprzednio, zachodzą wokół powierzchni jądro- 
wej opisanej przez symetrię D>. Funkcje opisujące stany z tego pasma 
również mogą mieć co najwyżej wzbudzenie jednofononowe w części 
kwadrupolowej. Takie założenie zawęża wybór reprezentacji opisują- 
cych oktupolową część wibracyjną do A; grupy symetryzacji Du. 


Dwa pasma oktupolowe składają się odpowiednio z nieparzystych 37, 57 
oraz parzystych momentów pędu 27, 4 . Dla tych pasm oprócz statycz- 
nych deformacji kwadrupolowych mogą potencjalnie istnieć niezerowe 
statyczne deformacje oktupolowe А30, 051, б», 053. Odpowiada to 
powierzchni jądrowej opisanej przez rzeczywiste zmienne ooo, 22, 030, 
Qhi, 059, 053 posiadającej symetrię opisaną przez grupę Ćw W przy- 
padku statycznych deformacji oktupolowych ich wartości znajdowane 
są metodą najmniejszych kwadratów. Dokładniejszy opis ich otrzymy- 
wania przedstawiony jest w dalszej części. 


Analizowana sytuacja przedstawiona jest graficznie na poniższym rysunku: 


боо, @ z 0 


— 5 si 
у сз grz: 
> боо, боз Z 0 доо = 0, 02 Z 0 
0 бзо, Åh, Z 0 бзо, 85, Z 0 


° ° sa 
Q30; з = 0 


Rysunek 3: Stany dla modelu o zmiennych rzeczywistych (R) 
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Model o zmiennych rzeczywistych (R) również został skonstruowany w 
trzech krokach. W pierwszym zostały znalezione parametry opisujące stany 
pasma kwadrupolowego i oktupolowego o nieparzystym momencie pędu, które 
najlepiej odtwarzały przejścia wewnątrzpasmowe. W drugim kroku zostały 
wybrane takie pasma, które dodatkowo odtwarzały dość dobrze przejścia mię- 
dzypasmowe. W trzecim etapie zostało skonstruowane pasmo oktupolowe o 
parzystym momencie pędu. 

W każdym z trzech etapów do wszystkich obliczeń zostały wykorzystane 
moje programy napisane w Mathematice. 

Elementy przedstawionych grup znajdują się w dodatku A. 


6.2 Budowa funkcji bazowych 


W tym podrozdziale przedstawiona jest dokładniej metoda otrzymywania 
oraz ogólna postać funkcji bazowych wykorzystywanych do budowy stanów. 
W przedstawionych modelach końcowa postać każdego z rozważanych sta- 
nów zależy głównie od skonstruowanych nieprzywiedlnych reprezentacji, do 
których należą funkcje bazowe. Szczegółowa postać każdej z funkcji bazo- 
wych na tym etapie konstrukcji modeli nie jest istotna. Są one wykorzysty- 
wane dopiero podczas liczenia wartości zredukowanych prawdopodobieństw 
przejść między i wewnątrzpasmowych. Jawne postacie otrzymanych funkcji 
bazowych przedstawione są w dodatku B oraz C. 

Zgodnie z wcześniejszymi założeniami każda funkcja opisująca stan ją- 
dra składa się z trzech funkcji bazowych: dwóch opisujących wibracyjny ruch 
kwadrupolowy abe Bia, (Goo, &22) і oktupolowy WA 
ślającej rotację Ryż, >, аа (9). 

Przy założeniu że nie ma sprzężeń pomiędzy poszczególnymi ruchami, 
funkcja opisująca stan jądra zbudowana jest z iloczynów trzech funkcji ba- 
zowych, tj. z następujących członów: 


(Хаз, |) oraz jednej okre- 


Гу; к] K 
быр; ;а1 (aoo, 092) ТАЕ i ({a azu p REY „kg 03 (О). (212) 


Wprowadzone oznaczenia części rotacyjnej Ryż, T określają funkcję o mo- 
mencie pędu J i należącą do reprezentacji Гз grupy Gs, gdzie G, = O, Day. 
W przypadku reprezentacji równoważnych oraz wielowymiarowych łatwiej 
jest rozróżnić funkcje bazowe dodając dodatkowy indeks opisujący transfor- 
mację tej funkcji określoną przez nieprzywiedlną reprezentację T3 grupy D> 
działającej w przestrzeni rotora. Zatem funkcje rotacyjne mają o, 
zgodnie z łańcuchem grupowym Də C С. W przypadku, gdy pominięcie 
indeksów Г» nie powoduje problemów w odróżnieniu funkcji bazowych lub 
rozważana jest jedynie ogólna ich postać, wówczas, dla uproszczenia notacji, 
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w opisie funkcji rotacyjnych użyte są tylko indeksy Гз. Zatem oznaczenie 
rotacyjnych funkcji bazowych ma dwie postacie: 


(1) pierwsza dotyczy ogólnych wzorów, gdzie istotna jest tylko reprezenta- 
cja grupy symetryzacji Gs do której należy dany wektor bazowy, wów- 


czas wystarczy oznaczenie АУМ a) 


(ii) w przypadku, gdy chcemy rozróżniać otrzymane funkcje bazowe nale- 
żące do różnych reprezentacji równoważnych, wówczas wygodniej jest 
użyć oznaczenia ki. г a (O); gdzie as rozróżnia wektory bazowe w 
Га. | 


Pełniejszy opis funkcji rotacyjnych jest umieszczony w dodatku В і 
C, gdzie wypisane są wszystkie otrzymane funkcje dla momentu pędu 
J =0,1,2,3,4,5. 


6.2.1 Procedura uzyskania funkcji bazowych 


Przedstawiona w dalszej części procedura oparta jest na zastosowaniu opera- 
tora rzutowego na tzw. funkcje początkowe, które zostały wcześniej wybrane 
tak aby spełniały odpowiednie warunki (dokładniejszy ich opis znajduje się 
w dalszej części rozdziału). Istnieją dwie możliwe postacie operatora rzuto- 
wego. W zależności od tego czy posługujemy się charakterami reprezentacji, 
czy pełnymi elementami macierzowymi tych reprezentacji. W mojej pracy 
posługuję się obiema metodami w zależności od tego czy rzut funkcji począt- 
kowych jest na reprezentację jedno czy wielowymiarową grupy symetryzacji. 
Znając charaktery elementów grupy laboratoryjnej Œ dowolnej nieprzy- 
wiedlnej reprezentacji Г można zapisać operator rzutowania następująco: 


im(T 
р = = УКО (д)'ө, (213) 
gEG 
gdzie card(G) jest liczbą elementów grupy, dim(T') oznacza wymiar nieprzy- 
wiedlnej reprezentacji Г, xU)(g) jest charakterem elementu g grupy G. Po- 
nieważ charaktery elementów grupowych należących do tej samej klasy są 
identyczne, zatem podany wzór można uprościć do postaci: 


dim(T') N 
PG = adj POLU (9) > g, (214) 


gdzie N jest liczbą klas dla danej nieprzywiedlnej reprezentacji Г, x®*(g) 
oznacza charakter elementu g € G należącego do klasy k, cl, określa klasę k 
elementów sprzężonych. 
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W przypadku reprezentacji jednowymiarowych postacie operatora opisa- 
nego przez macierze reprezentacji oraz za pomocą charakterów mają taką 
samą postać. Wynika to z tego, że macierze dla jednowymiarowych reprezen- 
tacji składają się z jednego elementu, który można przedstawić za pomocą 
charakterów grupy. 

Jeśli wymiar reprezentacji jest większy od jedynki, wówczas otrzymana 
funkcja po zrzutowaniu za pomocą operatora zbudowanego z charakterów, 
jest kombinacją fukcji bazowych. Z tego powodu czasami trudno jest odtwo- 
rzyć jak powinny wyglądać wektory bazowe, a interesuje nas baza ortogo- 
nalna rozpinająca niezmienniczą podprzestrzeń. W tym przypadku wygod- 
niej jest użyć ogólniejszej formy operatora rzutowego. Operator ten zależy 
od postaci macierzy reprezentacji Г: 


= dim(T') pz (215) 


© card(G) 


gdzie АІ, (д) oznacza element macierzy reprezentacji AT (g) znajdujący się w 
wierszu a i kolumnie b. 

Korzystając z uogólnionego operatora rzutowego można od razu uzyskać 
ortogonalne funkcje bazowe rozpinające niezmienniczą podprzestrzeń dla da- 
nej reprezentacji. Procedura ta składa się z kilku kroków i szczegółowo opi- 
sana jest dla grup Liego oraz grup skończonych w |77, 2]. Poniżej przedsta- 
wiona jest ona tylko dla grup skończonych. 

Celem tego postępowania jest otrzymanie rozkładu przestrzeni Hilberta K 
na ortogonalne podprzestrzenie określone przez nieprzywiedlną reprezentację 
Г grupy G, |77]. 

Istnieją przypadki, gdy określona reprezentacja nieprzywiedlna Г wystę- 
puje wielokrotnie przy rozkładzie na podprzestrzenie niezmiennicze prze- 
strzeni K. Do otrzymania takiego rozkładu używa się operatora rzutowego a 
określonego przez macierze reprezentacji АТ (g) grupy С w przestrzeni nie- 
zmienniczej K" o wymiarze dim(T) policzonych w bazie |v4), |v2), . . . , Vdim(r))- 

Załóżmy, że mamy wektor |s;q) = P lu}, który powstał z rzutu wektora 
[и) z przestrzeni K na podprzestrzeń reprezentacji Г, gdzie wartość indeksu 
q jest ustalona. Otrzymany w ten sposób wektor transformuje się jak wektor 
bazowy o numerze p (|v»)) podprzestrzeni K" odpowiadającej reprezentacji 


Г: 
ит) = D DEPRI) = Уруп) (216) 


Wykorzystując tę własność można znaleźć metodę otrzymywania ortogo- 
nalnych wektorów bazowych rozpinających podprzestrzeń КГ. 
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Chcąc rozłożyć przestrzeń K na nr ortogonalnych podprzestrzeni Kiri i= 
1,2,...,пг należy postępować według następujących kroków: 


(i) Pierwszym krokiem jest znalezienie podprzestrzeni Ka , którą otrzymuje 


się z przestrzeni K poprzez użycie operatora rzutowego Р, tj. 


Ру (217) 


gdzie Г określa reprezentację nieprzywiedlną, q jest dowolne ale usta- 
lone. 


(ii) Następnie trzeba wybrać bazę ortogonalną w podprzestrzeni КГ (о Пе 
nie jest ona podprzestrzenią trywialną, składającą się tylko z wek- 
tora zerowego), tj. |01), |V2),...,|Un,), gdzie nr jest wymiarem pod- 
przestrzeni K. 


(iii) Kolejnym krokiem jest zastosowanie poniższego wzoru dla ustalonego 
q oraz p = 1,2,...,dimT: 


|E; p) = Рао), (218) 


do każdego z wektorów bazowych |v;), i = 1,2,...,np. Co daje dla 
określonego i ortogonalną bazę podprestrzeni Kh. 


Dzieki powyzszemu schematowi mozna otrzymaé nr ortogonalnych podprze- 
strzeni KI: które są określone przez nieprzywiedlna reprezentację I. 

Przedstawione powyżej opisy dotyczą działania w układzie laboratoryj- 
nym. Macierze reprezentacji oraz charaktery dla grup można znaleźć między 
innymi w [2, 9] lub [10]. Jawna postać macierzy reprezentacji przedstawiona 
jest w [2]*. Są one otrzymane w przestrzeni funkcji R? — R, w zmiennych 
kartezjańskich х, y, z. Ponieważ w modelu kolektywnym ruch wibracyjny i 
rotacyjny opisany jest za pomocą zmiennych kolektywnych w układzie we- 
wnętrznym, zatem pojawiło się pytanie o związek pomiędzy reprezentacjami 
otrzymanymi w |2|, a reprezentacjami w przestrzeniach zmiennych kartezjań- 
skich określonych w układzie laboratoryjnym. 


4W podanych pozycjach, [2], [9], [10], występują różnice w wyborze bazy, dwie ostatnie 
książki mają identyczne wektory bazowe. W pierwszej książce nie ma podanej jawnie bazy 
kartezjańskiej, a jedynie postać macierzy reprezentacji. Na ich podstawie oraz opierając się 
na przedstawionej tam definicji obrotów została znaleziona potrzebna baza. Dokładniejszy 
opis tego postępowania znajduje się w dodatku C. 
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6.2.2 Związki pomiędzy działaniem grupy G oraz G, na zmienne 
kolektywne 


Zgodnie z |49, 75, 78| obrót prawoskrętnego układu współrzędnych XY Z, w 
trójwymiarowej przestrzeni, o kąty Eulera (a, 8, у) definiowany jest na dwa 
równoważne sposoby: 


(i) Początkowy układ współrzędnych XYZ obracany jest wokół osi OZ 
o kąt a, co daje nowy układ X'Y'Z', gdzie oś OZ’ = OZ. Następnie 
obracany jest układ primowany o kąt 6 wokół osi OY”. Osie tego układu 
oznaczone są јако X"Y”Z”, gdzie OY” = OY”. Na końcu obracany jest 
uzyskany układ ХҮ” 2” o kąt y wokół osi OZ”. 


(ii) Równoważny obrót można przedstawić za pomocą rotacji wokół po- 
czątkowego układu współrzędnych XYZ: pierwszy obrót jest o kąt y 
wokół osi OZ, następnie о kąt 6 wokół osi OY, ostatni jest obrotem o 
kąt a wokół osi OZ. 


Macierz obrotu R określona jest za pomocą kątów Eulera (a, 8, у), |49, 
78]: 


cos a cos 5 cosy—sinasiny —cosacos5siny—sinacosy cosasin б 
R=| sina cos5cosy+cosasiny —ѕіп а соѕ д ѕіп у+-соѕ о соѕ у sinasin д 
— sin д cosy sin б siny cos б 
(219) 
Związek pomiędzy wersorami układu rotującego ё;' i układu początko- 


wego ë; ma postać, [49, 78]: 


ё;' = 5 Kuch i,k =х,у,®. (220) 
k 


Stąd działanie obrotu na współrzędne wektora A= (A, A2, As), jest okre- 
ślone: 


A; = УА, (221) 
k 
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gdzie A! są współrzędnymi wektora A” w układzie obróconym, [49]7. 

Podana definicja macierzy obrotu oraz transformacji współrzędnych wek- 
tora może być również przedstawiona w inny sposób, np. tak jak w [75], 
gdzie macierz obrotu jest macierzą transponowaną do macierzy R przedsta- 
wionej w [49]. Wówczas przekształcenie współrzędnych wektora do układu 
rotującego ma postać: 


A; = > ЖАУ, ФК ==], 2: (223) 
k 


Mimo różnicy w definicjach obrotów, jak i w działaniach ich na współrzędne 
wektora jest to identyczne działanie jak u [49]. 

Znając sposób transformacji współrzędnych kartezjańskich wektora A 
oraz korzystając ze związku tych współrzędnych i funkcji sferycznych, [75, 
49, 78]: 


Az = 21 | AJM (6,9) — Yu(0, ф)}, 


А, =? V 2 АУ (0, p) + Yu (0, ф)}, 


widzimy, że powyższe kombinacje liniowe funkcji sferycznych Yi (0, 9), М = 
0, +1 transformują się jak Az, Ay, Az, czyli zgodnie ze wzorem (221). Dowolną 
funkcję sferyczną Yyy (0, p) można przedstawić za pomocą sprzężonej funkcji 
Wignera zgodnie ze wzorem, |75, 49, 78]: 


DIFI | 
Yrm(6,9) = Ал Dyo(6, O, x) У (225) 


Dodatkowo mając wektory bazowe w przestrzeni [2(50(3)) jądra atomowego 
o momencie pędu J, [57] (dodatki B,C): 


EAA ДӘ) = М 2J + Юк Ta (226) 


5W rosyjskiej wersji "Quantum theory of angular momentum", |78], transformacja 
współrzędnych wektora do nowego układu ma postać: 


А, = Y TA. (222) 
k 


Co oznacza, że suma jest po drugim indeksie, a nie po pierwszym jak w wersji angielskiej 
[49]. 

Trzeba pamiętać, że wersja rosyjska (222) zawiera błąd, przez co nie otrzymuje się (221), 
które odpowiada definicji działaniu grupy obrotów na współrzędne wektora. 

Zgodnie z [75], [49], [78] odpowiednie kombinacje funkcji sferycznych, dla I = 1, trans- 
formują się pod działaniem obrotów laboratoryjnych jak współrzędne kartezjańskie, zatem 
w [78] wzór (222) powinien mieć postać (221). 
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można zapisać współrzędne kartezjańskie Áz, Ay, A. za pomocą nowej funk- 
cji ryrę(0,0,X). Otrzymaliśmy zatem, z dokładnością do współczynnika, że 
współrzędne kartezjańskie A,, А,, А, transformują się identycznie jak odpo- 
wiednie kombinacje funkcji rotacyjnych rig(Q0)+r';g(Q), rik(Q0)-rik(Q), 
тёк (О). Działanie grupy obrotów SO(3) na funkcje rJ, (Q) jest zdefiniowane 
następująco [57]: 


gryk(O) = DM Dyk(Oryk(O), 
g € SO(3). (227) 


W przypadku, gdy rozważamy działanie grupy obrotów laboratoryjnych 
na bazę kartezjańską, będącą funkcjami f(z,y, 2), mamy (z = £1, Y = 13,2 
13): 


Rf (z o z) = IR nR aR = (У, зь, У, Кызы У Ras mp) 


z JO АГ Э: Rokk, > Азр), 
к = К, (228) 


gdzie macierz R jest określona wzorem (219). 

Zatem transformacja funkcji bazowych w zmiennych z,y, 2 jest opisana 
macierzą transponowaną do macierzy określającej geometryczny obrót zmien- 
nych kartezjańskich. Jest to istotne ponieważ np. w |2] macierze opisujące 
działanie poszczególnych elementów grupy G C SO(3) wynikają z działania 
na funkcje bazowe w podprzestrzeni kartezjańskiej, czyli wykorzystywany jest 
wzór (228). 

Porównując macierze reprezentacji otrzymane dla bazy kartezjańskiej oraz 
dla działania grupy SO(3) w bazie zbudowanej z trzech możliwych wektorów 
ikQ) + rik(Q),riz(Q0) + rl (0), 72, (О), otrzymujemy zależność opisaną 
przez transpozycję macierzy obrotu. Uogólniając ten związek na dowolną 
multipolowość możemy korzystać w dalszych obliczeniach z macierzy nie- 
przywiedlnych reprezentacji przedstawionych w [2]. 

Zgodnie z |7, 8| macierze reprezentacji dla grupy wewnętrznej są transpo- 
nowane do macierzy reprezentacji laboratoryjnej. Zatem dla grupy wewnętrz- 
nej są one równe macierzom reprezentacji uzyskanych dla bazy kartezjańskiej. 
Otrzymane zależności pomiędzy macierzami obrotów działających w układzie 
laboratoryjnym na rotacyjne funkcje bazowe Rrj,,(Q) i współrzędne karte- 
zjańskie RA, k = х, у, 2 oraz dla grupy wewnętrznej С С SO(3) działającej 
na funkcje rotacyjne Rry,ę(() są przedstawione w tabeli 3. Macierz A(g) 
oznacza macierz obrotu odpowiadająca elementowi g € G C SO(3) działają- 
cego na funkcje f(x,y,z), |2]. 
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działanie grupy obrotów na bazę | macierze rep. przedstawione za pomocą A(g) 
(9) (2,0, 2) А(9) 
R(9rux(0) A* (9) 
_ R(g)Ak AT (g) 
R(9rux(0) A(g) 


Tablica 3: Tabela działań grupy obrotów na funkcje w układzie laboratoryj- 
nym i wewnętrznym. 


Oznacza to, że mając macierze otrzymane dla bazy kartezjańskiej i korzy- 
stając z powyższych zależności, można następująco zapisać operatory rzutowe 
w układzie wewnętrznym: 


p аш CJ уз d sd: )(g y ар 9, (229) 
JEG, 
oraz dla drugiej ka. operatora: 
ъг _ dim dim(T') YE 
Pa = AlI)" = — 2 Atalo). 230 
© card(G u Cz card(G') > ba(9)'9 (230) 
g 


Przy powyzszym zapisie trzeba pamietaé, ze kazdemu elementowi g € G 
w ukladzie laboratoryjnym odpowiada dokladnie jeden element g € G w 
układzie wewnętrznym oraz g i g oznaczają identyczne obroty, ale względem 
różnych układów odniesienia. 

Poniżej, w tabelach 4 i 5, przedstawione są przykłady dla funkcji rota- 
cyjnych o momencie pędu J = 1 i odpowiadające im funkcje w zmiennych 
kartezjańskich, które transformują się identycznie względem obrotów. 


(Z) Dla modelu kolektywnego o zmiennych zespolonych i dla J = I mamy 
trójwymiarową reprezentację, dla której zachodzi: 


reprezentacja | baza funkcji rotacyjnych | baza kartezjańska 
Т, 5 (rr (0) m ru_1(9)) 52 
5 (ri (Q) + ru-1(9)) Sy 
—гмо(9) 5; 


Tablica 4: Funkcje bazowe dla reprezentacji Ty w modelu (Z) przedstawione 
za pomocą zmiennych kartezjańskich =, у, 2 oraz kątów Eulera О. 


gdzie S;, i = x,y,z jest bazą, transformującą się tak samo jak funkcje 
bazowe x,y,z. Różnica pomiędzy tymi bazami polega na tym, że 5;,? = 


x,y,z nie zmieniają znaku przy inwersji, |10, 9]. 
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(R) Dla modelu kolektywnego o zmiennych rzeczywistych mamy jednowy- 
miarową reprezentację Аз oraz dwuwymiarowa E, dla których: 


reprezentacja | baza funkcji rotacyjnych | baza kartezjańska 
A; 5 GHO gg fiaa) y 
E 5 (ru (Q) = ru-(9)) т 
—гм0(9) 2 


Tablica 5: Funkcje bazowe dla reprezentacji А» i E w modelu (R) przedsta- 
wione za pomocą zmiennych kartezjańskich x,y,z oraz kątów Eulera О. 


Powyższa baza kartezjańska wygląda inaczej niż w [9, 10]. Wynika to 
z tego, że w wymienionych artykułach grupa 2, jest obrócona wzglę- 
dem grupy opisanej w [2] skąd brane są macierze reprezentacji. Różnica 
pomiędzy tymi bazami przedstawiona jest w dodatku C. 


6.2.3 Postać stanów używanych do opisu pasm energetycznych 


Ogólna postać stanów, które są wykorzystywane do budowy modeli kolek- 
tywnych (Z) i (R) otrzymywana jest z zależności przedstawionych w tabeli 
3. Sprowadza się to do znalezienia współczynników stojących przy wszyst- 
kich możliwych kombinacjach iloczynów funkcji bazowych, które ostatecznie 
tworzą funkcję niezmienniczą pod działaniem grupy symetryzacji. Są one 
obliczane przez rzutowanie kombinacji wektorów |v) na odpowiednią pod- 
przestrzeń reprezentacji Г, a następnie porównane z postacią początkową, tj. 
szukane kombinacje muszą spełniać równość: 


Ро) = |), (231) 


gdzie P jest operatorem rzutującym na przestrzeń reprezentacji Г grupy С. 
Poniżej przedstawione są reprezentacje jakie zostały otrzymane przy po- 
mocy opisanej procedury. 


W modelu (Z), czyli gdy używamy zespolonych zmiennych kolektywnych 
mamy następujące reprezentacje grupy symetryzacji O: dwie reprezen- 
tacje jednowymiarowe А}, Aa, jedną dwuwymiarowa Е oraz dwie repre- 
zentacje trójwymiarowe Tı, T>, [2]. 

Dla rozważanych stopni swobody zostały otrzymane następujące wy- 
niki: 


(i) wibracje kwadrupolowe opisane są przez funkcje bazowe należące 
do reprezentacji: А, Ao, Е, 
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(ii) wibracje oktupolowe: 


(a) 
(b) 


o parzystości dodatniej zostały otrzymane z funkcji należą- 
cych do: Ay, Т, 7, 


o parzystości ujemnej opisane są przez reprezentacje: А5, Ту, Т, 


(iii) ruch rotacyjny opisany jest przez następujące reprezentacje, do 
których należą następujące funkcje bazowe: 


: Ау 
Т 


Bo 


: Ap, Ty, To 
: A, E, 9 


: E, Ts, oraz dwie równoważne reprezentacje trójwymiarowe Т, 


które dla rozróżnienia posiadają dodatkowy indeks Т.;, 1 = 
1:2 


W modelu (R), czyli przy wykorzystaniu rzeczywistych zmiennych kolek- 
tywnych, mamy następujące reprezentacje grupy symetryzacji Duy: 
cztery reprezentacje jednowymiarowe Ау, A>, Ву, B2 oraz jedną dwuwy- 
miarową 2, |2]. Funkcje bazowe otrzymane dla tej grupy symetryzacji 
należą do następujących reprezentacji: 


(i) wibracje kwadrupolowe: Ау, Ву, 


(ii) wibracje oktupolowe: 


(a) 
(b) 


parzystość dodatnia: А}, А», By, В», 


parzystość ujemna: E, 


(iii) ruch rotacyjny: 


J = 0: 
Ј = 1: 
Ј = 
Ј = 
Ј = 4 
Ј = 5 


А}, 
А, Е, 


: Aı, Bı, B2, Е, 


: Bı, Ag, B oraz dwie równoważne reprezentacje Е oznaczone 


jako Ea i E, 


: By, А5, B2, dwie równoważne reprezentacje Ay: А, i = 1,2 


oraz E: FE. i Ёл, 


: Ау, By, B2, dwie równoważne reprezentacje A>: As, 1 = 1,2, 


oraz trzy równoważne reprezentacje E: Е.1, E i Ёз. 
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Ponieważ każdy stan musi być opisany przez funkcje niezmiennicze wzglę- 
dem grupy symetryzacji G,, tworzące go wektory bazowe muszą być tak do- 
brane, aby ich iloczyn Kroneckera zawierał w sobie reprezentację niezmien- 
niczą Ау względem grupy С», tzn. musi zachodzić: 


Г; X Г» X Гз =) А]. (232) 


W przeciwnym wypadku otrzymamy wektory zerowe. 

W dalszej części, żeby nie pisać całych funkcji opisujących poszczególne 
stany, będą jedynie przedstawione reprezentacje do jakich należą poszcze- 
gólne funkcje bazowe, tj. będzie jedynie podana trójka symboli T;T2l'3, które 
odnoszą się odpowiednio do oznaczenia reprezentacji do jakiej należy funkcja 
bazowa: kwadrupolowa Гу, oktupolowa Г» oraz rotacyjna Гз. 


W modelu (Z) mamy następujące iloczyny funkcji bazowych dające funk- 
cje niezmiennicze względem działania grupy symetryzacji O: 


(i) dla pasma kwadrupolowego, posiadającego stany o parzystości do- 
datniej: 


0+: ЖАА 

dłu A ADD KA BT BT: 

ii ANA ZN MIRA A DNA, 

BAG NR ETL, PRBI, (233) 


(ii) dla pasm oktupolowych, składających się ze stanów o parzystości 
ujemnej: 
— dla pierwszego pasma oktupolowego o nieparzystym momen- 
cie pędu: 
3: ААА, АТТ, 417273, АТ Т», ТТІ, 
EDT, EDT, ЕТТ, ЕТТ, 
56: АТТ, АТТ, ТТ, ATT, EAF, 
ETT, ETT, EDT, ЕТТ», (234) 


— dla drugiego pasma oktupolowego o parzystym momencie pędu: 


271 АТТ», АТТ», Е АЕ, ETT, EDT, 
4: ADT, АТ, Ао. Ао. А1, ТТ, АТТ, 
EAE EDT. BDI EDI ED. (235) 
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Zatem łącznie mamy 50 możliwości wyboru struktury pasma kwadrupo- 
lowego, 81 schematów pasma oktupolowego o nieparzystym momencie 
pędu oraz 50 dla parzystego momentu pędu. Oznacza to, że wszystkich 
możliwych schematów, które trzeba by było sprawdzić jest 502 x 81. 
Ze względu na tak dużą liczbę otrzymanych możliwości zostały wpro- 
wadzone pewne ograniczenia dotyczące funkcji bazowych wynikające z 
dotychczasowych badań nad strukturą jądra atomowego. 


Dla pasma kwadrupolowego zakładamy, że funkcja opisująca część 
oktupolową jest zerofononowa oraz nie posiada żadnych deformacji 
statycznych. Takie warunki powodują, że funkcja oktupolowa jest 
niezmiennicza pod działaniem grupy wewnętrznej O, czyli należy 
do reprezentacji Tą = Ау. Dzięki temu liczba możliwych kwadru- 
polowych pasm redukuje się do dwóch możliwości przedstawionych 


w tabeli 6. 
stan Г, Г» Гз stan Г, Г» Гз 
07 | А, А, А; 4+ | A 4, | 4 
2 E A E E A E 


Tablica 6: Model (Z) — wybór stanów 
Model o zmiennych zespolonych — wybór stanów dla pasma 
kwadrupolowego 


Dla pasma oktupolowego warunkiem jest wybór kwadrupolowych 
funkcji zerofononowych dla których rozważone są dwa przypadki 
w zależności od wartości kwadrupolowych deformacji statycznych 
боо, бээ: 

(1) Gdy доо, &22 = 0 funkcja kwadrupolowa, podobnie jak funk- 
cja oktupolowa w paśmie kwadrupolowym, należy do repre- 
zentacji Г; = А}. Daje to łącznie 6 możliwości wyboru kom- 
binacji stanów opisujących pasmo kwadrupolowe o nieparzy- 
stym momencie pędu, oraz 2 dla parzystego momentu pędu, 
tabela 7. 

(ii) W przypadku gdy oo, &22 Z 0, jeśli nie nakłada się żadnych 
dodatkowych warunków na każdą z funkcji przedstawionych w 
tabeli opisującej stany w paśmie oktupolowym, mamy 81 moż- 
liwości opisu pasma oktupolowego o nieparzystym momencie 
pędu oraz 50 o parzystym momencie pędu, stany 234 i 235. 


Dla modelu (R) mamy następujące iloczyny funkcji bazowych dające funk- 
cję niezmienniczą względem działania grupy symetryzacji Day: 


83 


stan | Г, | Tə | Г» stan | Г, | Tə | Г» 
3 | А, A A, 2 | Aí | |Т 
A T | 4 TAIRI 
A, | Т» | Т» PASZOWE 
5 |А,!Т T 
A 1 1 


Tablica 7: Model (Z) — wybór stanów dla pasma oktupolowego 


(i) Dla pasma kwadrupolowego: 


0t: А,А,А,,В,В\А\, 
27: ДАА}, АВВ, A+ ВВ», 
В.В, А, В.А. Bı, ВАВ», 
47 АДАА, А. АА, А. В.В, A, ВВ», 
В.В, Ау, ВРА», B Ау Ву, ВАВ». (236) 


Podobnie jak w modelu o zmiennych zespolonych, dla tego pa- 
sma nałożone są dodatkowe warunki na oktupolową funkcję wi- 
bracyjną. Zakładamy, że ta funkcja nie posiada wzbudzeń oraz 
deformacji statycznych, zatem należy do reprezentacji T = А. 
Taki wybór powoduje, że mamy dokładnie jeden możliwy opis 
stanu 07, po dwa dla 27 i 4*. Daje to cztery możliwości opisu 
pasma kwadrupolowego, które przedstawione są w tabeli 8. 


stan Гі | Ta ITs 
0+ АА [А 
2+ 4+ | А; [А | А 
Вт Aí | В, 


Tablica 8: Model (R) – wybór stanów dla pasma kwadrupolowego 


(ii) Dla pasma oktupolowego o nieparzystym i parzystym momencie 

pędu stany składają się z funkcji należących do nieprzywiedlnych 
reprezentacji przedstawionych w tabeli 9. 
Dla obu pasm oktupolowych jedynym warunkiem nałożonym na 
funkcje jest brak wzbudzenia przy wektorze bazowym opisującym 
kwadrupolową część wibracyjną. Taki wybór funkcji nie zmienia 
liczby potencjalnych możliwości otrzymanych pasm oktupolowych 
o nieparzystym i parzystym momencie pędu. W obu przypadkach 
mamy po cztery możliwości. 
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stan Г, Г» Гз 
35054 | Ai] Е |.Е 
Dí. | E | E 


Tablica 9: Model (R) — wybór stanów dla pasma oktupolowego 


Korzystajac z powyzszych funkcji lacznie mozna utworzyé 16 modeli dla 
pasma kwadrupolowego oraz oktupolowego o nieparzystym momencie pedu. 
Dodatkowo dla kazdego wyboru dwóch pierwszych pasm mozna utworzyé 
cztery schematy trzeciego pasma, oktupolowego o parzystych momentach 
pedu, co daje razem 64 mozliwošci róznych wyborów stanów. 

Chcąc otrzymać dokładniejsze schematy stanów używanych do opisu pasm 
energetycznych można wykorzystać analogie struktur algebraicznych otrzy- 
manych w układzie laboratoryjnym i wewnętrznym. Postępowanie to pozwala 
uprościć wykonywane obliczenia w układzie wewnętrznym, gdzie postać funk- 
cji bazowych jest bardziej skomplikowana niż w układzie laboratoryjnym. 

Dla przykładu przyjmijmy, że w układzie laboratoryjnym mamy funkcje 
bazowe v1, V2, 11, 91, v3 należące odpowiednio do następujących reprezen- 
tacji: dwuwymiarowej Гу, jednowymiarowej Г», dwuwymiarowej Гз grupy 
G. Następnie tworzymy kombinacje liniowe >: 54 aijviv v}, które rzu- 
tujemy na reprezentację symetryczną grupy G. Ponieważ chcemy mieć nie- 
zmienniczą kombinację liniową naszych wektorów, zatem po użyciu operatora 
rzutowego powinniśmy mieć identyczną kombinację jak początkowa. Porów- 
nując postacie kombinacji otrzymujemy układ równań na współczynniki ау. 
Znając je wystarczy unormować otrzymany wektor. 

Dla naszego przykładu załóżmy, że niezmiennicza kombinacja liniowa 
wektorów w układzie laboratoryjnym ma postać: 


1 
—Íuiu1u, — vavi ot}. (237) 


/2 


Wiedząc, że grupa G jak i odpowiadająca jej grupa wewnętrzna G są an- 
tyizomorficzne, zatem każdemu elementowi g € G odpowiada dokładnie je- 
den g € G, co pozwala przenieść własności transformacyjne na grupę we- 
wnętrzną. Zatem dla rozważanego przykładu możemy znaleźć dla odpowied- 
nich reprezentacji: dwuwymiarowej Гу, jednowymiarowej Г», dwuwymiaro- 
wej Гз grupy G wektory bazowe transformujące się tak samo jak funkcje 
bazowe w układzie laboratoryjnym. Mając wektory bazowe RENE Pn 
Ga oraz RM, Riz, które transformuja sie identycznie jak odpowiednie 
funkcje 01, v2, 01 i vy, 07 możemy utworzyć kombinację liniową niezmienni- 
czą względem działania grupy wewnętrznej G, która ma dokładnie taką samą 
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postać jak (237): 
1 
/2 


Ponieważ podczas konstrukcji wektorów bazowych w układzie wewnętrznym 
możemy od razu podać ich odpowiedniki w układzie laboratoryjnym, dla 
uproszczenia zapisu będziemy je oznaczać indeksem dolnym przedstawiają- 
cym odpowiadający im kartezjański wektor bazowy. Dla naszego przykładu 
(238) niezmiennicza kombinacja liniowa ma wówczas postać: 


r r JM r Г. JM 
{021 ози Егз;о — оо оз Ёга ° (238) 


bot r JM r r JM 
Ja obo Ywis Riso w узу» Ёз; Ез; ` (239) 
Pełna konstrukcja uzyskanych stanów dla opisywanych modeli zostanie do- 
kładnie przedstawione na końcu tego rozdziału, po opisaniu pełnego sche- 
matu. 


6.2.4 Charakterystyka funkcji bazowych 


Zgodnie z przyjętą metodologią funkcje bazowe opisujące stany powinny speł- 
niać żądane warunki. Chcąc je uzyskać trzeba zbudować tzw. funkcje począt- 
kowe posiadające potrzebne cechy, a następnie zrzutować je na nieprzywie- 
dlne reprezentacje grupy symetryzacji С. 

Zatem pierwszym krokiem jest wybór funkcji początkowych, które posia- 
dają odpowiednie cechy charakteryzujące przestrzenie opisujące ruchy wi- 
bracyjny oraz rotacyjny. Z przyczyn praktycznych nie jest rozpatrywana 
pełna baza dla przestrzeni K, a jedynie jej mały fragment. Naszy celem 
było otrzymanie zero i jednofononowych funkcji wibracyjnych. W części ro- 
tacyjnej wykorzystujemy pełną przestrzeń stanów. Jedynym ograniczeniem 
w opisie ruchu rotacyjnego (ze względów obliczeniowych) jest zakres momen- 
tów pędu J = 0, 1, 2,3,4,5. Jak było wcześniej wspomniane część rotacyjna 
stanów przynależy do podprzestrzeni nieprzywiedlnych reprezentacji grupy 
D> C G, = O, ду, która jest grupą symetrii typowego hamiltonianu rotora 
trójosiowego. 

Należy zauważyć, że uzyskane funkcje po zrzutowaniu na podprzestrzenie 
РЕК = K odpowiadające danej reprezentacji grupy symetryzacji nie za- 
wsze są ortogonalne. Zgodnie z tym co zostało przedstawione powyżej chcąc 
pracować na przestrzeniach ortogonalnych powinniśmy otrzymane funkcje 
zortogonalizować. Niestety operatory rzutowe, zarówno dla grupy О jak i 
Юу, dają w wyniku bardzo rozbudowane funkcje. Chcąc je zortogonalizo- 
wać, np. metodą Gramma-Schmita, otrzymalibyśmy coraz bardziej skom- 
plikowane ich kształty. W praktyce okazuje się, że w tym przypadku lepiej 
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jest pracować z funkcjami nieortogonalnymi. Wymaga to jednak szczególnej 
uwagi, ze względu na niezerowe iloczyny skalarne pomiędzy takimi wektorami 
bazowymi. 

Pierwszym krokiem konstrukcji funkcji bazowych jest wybór funkcji po- 
czątkowych, z których są otrzymywane funkcje bazowe dla nieprzywiedlnych 
reprezentacji grupy symetryzacji С, = О, Duy. 

Dodatkowo istotną cechą funkcji bazowych jest również odpowiednia pa- 
rzystość. Można ją otrzymać korzystając z operatora inwersji przestrzennej 
1. Wówczas funkcja o parzystości dodatniej jest zdefiniowana następującą 
równością: 


A 


1] (олы) = J (u); (240) 
a funkcja o parzystości ujemnej: 
Гам) = — (оли), (241) 


gdzie wykorzystywana jest definicja działania operatora Í naa ли: 
lay, = (1б. (242) 


Gdy chcemy otrzymać funkcję o parzystości dodatniej z dowolnej funkcji 
Ј (али) wystarczy podziałać operatorem rzutowym postaci 1(1 +Í ): 


L (+ а) = 


x (fla) + f dex). (243) 


NI = 


Analogicznie uzyskujemy funkcję o parzystości ujemnej przez działanie ope- 
ratora rzutowego postaci 1(1— Г): 


1 2 1 А 
5(й оз) = 5( ом) — Ао). (244) 

Ponieważ powyższe operatory komutują z operatorami rzutowania na nie- 
przywiedlne reprezentacje grup przestrzennych, zatem nie jest istotna kolej- 
ność ich działania na funkcje początkowe. 

Ze względu na to, że po zrzutowaniu na niezmienniczą podprzestrzeń 
grupy symetryzacji, funkcje początkowe przyjmują bardziej skomplikowaną 
postać, najwygodniej jest najpierw zrzutować funkcję początkową na żądaną 
parzystość, a następnie tak otrzymaną nową funkcję zrzutować na odpowied- 
nie nieprzywiedlne reprezentacje grupy symetryzacji. 

W przedstawionych modelach kolektywnych jedynym pasmem ze stanami 
o parzystości dodatniej jest pasmo kwadrupolowe. Pozostałe dwa pasma 
oktupolowe mają stany o parzystości ujemnej. 
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W przypadku dowolnej funkcji kwadrupolowej f(a2,„) działanie operato- 
rem inwesji I nie powoduje żadnej zmiany w postaci funkcji: 


A 


Î flas) = fla.) = f(a2,), (245) 


czyli są to funkcje o parzystości dodatniej. Działanie inwersji, (242), na 
zmienne oktupolowe £a3,) prowadzi natomiast w funkcjach oktupolowych 
do zmiany znaku ich argumentów: 


if(a3,) = (Гози) = f(=azgu). (246) 


Należy dodać, że kąty Eulera О są niezmiennicze względem działania I, co 
oznacza, że wszystkie funkcje rotacyjne mają parzystość dodatnią. 


Konstrukcja funkcji bazowych w modelu o zmiennych zespolonych. 
W przypadku wyboru zespolonych zmiennych ay, A = 2,3 zostały stwo- 
rzone dwa rodzaje baz: 


(i) Pierwsza baza zbudowana jest jedynie z liniowych kombinacji zmien- 
nych kolektywnych. Jest ona otrzymywana przez zrzutowanie kombi- 
nacji liniowych zmiennych kwadrupolowych oraz oktupolowych na po- 
szczególne reprezentacje grupy O. 


Zmienne kwadrupolowe соо і 022 tworzą bazę dla dwuwymiarowej 
reprezentacji F. Wykorzystanie zmiennych biegunowych a = 
В cos y, Q22 = zl sin y pozwala skonstruować szczególnie proste 
bazy nieprzywiedlnych reprezentacji grupy symetryzacji O. Uła- 
twieniem jest fakt, że zmienna 82 = a2+2aż, jest niezmiennikiem 
obrotów. 


Korzystając z operatora rzutowego zbudowanego z charakterów 
grupy O otrzymamy następujące funkcje bazowe dla reprezentacji 
Ai, А», E: 


(а) baza dla reprezentacji jednowymiarowej А}: 


1 
ий (у) = n k € No, (247) 


(b) baza dla reprezentacji jednowymiarowej A>: 
u(y) = ЖЕ ын ыл; k € N, (248) 
ут 
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(c) bazy dla dwóch równoważnych reprezentacji dwuwymiarowych: 


= Fii 
иа) = 500 (Gk + Do). k € No. 
тета) = Jpn (3k + D>), Кє №, (249) 
w 
ugi) = zze0s(8k+2)9), kE Na 
urala) = REED k € No. (250) 


Jr 


Zbiory N i No oznaczają odpowiednio liczby naturalne bez zera 
oraz z zerem. Powyższe bazy, są wynikiem rzutowania funkcji po- 
staci exp(iky). 

Baza otrzymana dla reprezentacji dwuwymiarowej E.,, dla k = 0, 
transformuje się identycznie jak baza reprezentowana przez zmienne 
боо і Goo. Pozostałe otrzymane funkcje bazowe dla k £ 0 można 
przedstawić jako kombinacje potęg funkcji sin у, cosy, co odpo- 
wiada odpowiednim kombinacjom iloczynów aw 1 292. 

Dla trójwymiarowych reprezentacji Ту, T> rzut funkcji początkowej 
exp(iky) daje zero, co oznacza, że te reprezentacje nie istnieją w 
rozważanej przestrzeni funkcji. 


mienne oktupolowe należą do następujących reprezentacji: 
Zmi kt 1 leżą d tępujących tacji 
(a) zmienna o, jest bazą dla jednowymiarowej reprezentacji Aa, 
aza dla trójwymiarowej reprezentacji Т\ są następujące kom- 
b) bazą dla trój 1 ] tacji Ti są następujące k 
binacje: озо, —V303, + V5033 oraz VIA, + VBa$3, 
(с) bazą dla trójwymiarowej reprezentacji T> są aż, уар + 
NEC oraz — /Бо", + Зай. 


Dzięki takiej budowie można przewidzieć postać bardziej złożonych 
wektorów bazowych, np. zbudowanych z jednofononowych funkcji oscy- 
latora harmonicznego. 


(ii) Druga otrzymana baza posiada bardziej skomplikowaną postać i jest 
użyta do budowy stanów w modelu (Z). Poszczególne funkcje bazowe 
otrzymywane są z następujących funkcji początkowych: 
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Funkcje kwadrupolowe pochodzą z działania operatora rzutowego 
na funkcje: 


uo(12, a20 — å20)uo( V 2M, Q22 = бозо), 

uo(72; a20 — Ao) u (V212, Q22 — доз), 

u (12, Q20 — Ao)uo(v Zna, Q22 — боз), (251) 
gdzie un(ņ, £) =4/ ai exp(-żn*«*)H,(nz), a H,(qz) jest wie- 
lomianem Hermite'a, [79]. Powyższe oznaczenie funkcji oscylatora 
harmonicznego będzie używane w dalszej części pracy. 


Funkcje oktupolowe zostały otrzymane analogicznie jak to zostało 
zrobione dla grupy Tu, [69|. Funkcjami początkowymi w konstruk- 
cji naszej bazy nieprzywiedlnych reprezentacji grupy O są kombi- 
nacje liniowe następujących iloczynów funkcji własnych oscylatora 
harmonicznego: 


Um (ma; a30)Un ( V 273; оу) илз (203; Aho Una ( V 298; ahg) 
X Uns (v2ns; о )и (W 203; 3 + Ao) Un; (V 213; a33), (252) 
ni = 0,1, i= 1,2,- ‚7, 


Jak widać w (252) zachowany jest warunek, że każdy iloczyn funk- 
cji jest jednofononowy. 

Dla zmiennych oktupolowych można otrzymać zarówno funkcje o 
parzystości dodatniej jak i ujemnej. Używane przez nas funkcje 
oktupolowe mają parzystość ujemną i należą do tych samych re- 
prezentacji, które zostały otrzymane dla zmiennych oktupolowych. 
Oznacza to, że funkcja posiadająca wzbudzenie przy zmiennej os; 
odpowiedzialnej za deformację tetraedralną związana jest z repre- 
zentacją А», dla wzbudzeń o symetrii osiowej озо oraz kombina- 
cji wzbudzeń odpowiadających wektorom — 4305, + VBaz3 oraz 
V3a, + Ма", do Ty, dla wzbudzeń odpowiadającym wektorom 
aho, МБо% + V3053 oraz —VBay + V3a33 do reprezentacji Т. 
W przypadku parzystości dodatniej funkcja posiadająca wzbudze- 
nie przy a3 należy do reprezentacji Ау, dla wzbudzeń przy азо, 
—v3aż, + V5ah oraz V3a5, + ү/а”, do Т, dla wzbudzeń odpo- 
wiadającym wektorom об», V5aż, + V3033 oraz — уба”, + V 3053 
do Ту. Zmiana parzystości spowodowała, że funkcje bazowe posia- 
dające te same kombinacje wzbudzeń należą do innych reprezen- 
tacji: dla jednowymiarowych nastąpiło przejście pomiędzy repre- 


90 


zentacjami A> i Ay, a w przypadku trójwymiarowych nastąpiła 
ich zamiana, tj. Т > T> oraz T> — T). 


Funkcje rotacyjne są uzyskane przez zrzutowanie na nieprzywiedlne 


reprezentacje G, kombinacji liniowych sprzężonych funkcji Wi- 
gnera Dź,,(Q)*, gdzie J określa moment pędu stanu. 


Do uzyskania końcowej postaci każdego stanu, korzystając z macierzy re- 
prezentacji z |2], zostały znalezione współczynniki stojące przy iloczynach 
Kroneckera, tak aby otrzymana kombinacja liniowa iloczynów trzech wekto- 
rów bazowych była niezmiennicza względem grupy symetryzacji O. Schemat 
postępowania został przedstawiony wcześniej. 

Pełna postać funkcji bazowych znajduje się w dodatku B. 


Konstrukcja funkcji bazowych w modelu o zmiennych rzeczywi- 
stych. W dalszej części pracy w modelu o zmiennych rzeczywistych (R) 
zamiast бз„ używane są oznaczenia stosowane w modelu (Z) do opisu części 
rzeczywistych aż, = CZ + об). 

W przypadku modelu (R) opisanym przez zmienne rzeczywiste budowa 
funkcji bazowych opiera się na przyjęciu odpowiednich początkowych funk- 
cji, które są zrzutowane na reprezentacje grupy symetryzacji Duy. Zgodnie 
z przyjętymi założeniami mamy następujące funkcje początkowe, z których 
konstruujemy wektory bazowe: 


Dla pasma kwadrupolowego mamy: 


(i) W części kwadrupolowej składają się one z iloczynów dwóch funk- 
cji zdeformowanego jednowymiarowego oscylatora harmonicznego: 


ио(1]о, Q20 — dzo)to(v 212, Q22 — (422), 
ио(7, Q20 — Ao) ш (М21р, Q22 — бәз), 


u(n, Q20 — Qoo)uo( V 2m, Q22 — боо). (253) 


Ponieważ wybór zmiennych kwadrupolowych związany jest z okre- 
śleniem układu wewnętrznego, który w obu omawianych modelach 
(Z) i (R) jest taki sam, zatem funkcje początkowe mają taką samą 
postać, natomiast postać końcowa funkcji bazowych jest inna z 
powodu różnych grup symetryzacji. 


(ii) W części oktupolowej nie wprowadzamy deformacji statycznych 
oraz wzbudzeń, zatem funkcja początkowa ma postać: 


ug (13; азо) uo (\/2пз; оз) uo (v21; озо) uo (V213; a33) . (254) 
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Ze względu na brak deformacji statycznych, (254) należy do re- 
prezentacji A; odpowiedniej grupy symetryzacji. 


(iii) W części rotacyjnej funkcje bazowe uzyskiwane są przez zrzuto- 
wanie na nieprzywiedlne reprezentacje grupy symetryzacji kom- 
binacji liniowych sprzężonych funkcji Wignera DZ. (Q)*, gdzie J 
określa moment pędu stanu dla którego wektory bazowe są szu- 
kane. 


Dla dwóch pasm oktupolowych, pierwszym o nieparzystych momentach 
pędu oraz drugim o parzystych momentach pędu, postulujemy nastę- 
pujące funkcje początkowe: 


(1) W część kwadrupolowej, dla obu modeli, składają się one z iloczy- 
nów dwóch stanów podstawowych zdeformowanego jednowymia- 
rowego oscylatora harmonicznego: 


uo(n2, Ооо — Ćo)uo(V 272, 022 — боз). (255) 


(ii) W części oktupolowej funkcje bazowe opisane są przez iloczyny 
czterech funkcji oscylatora harmonicznego, gdzie trzy z nich są 
zerofononowe, a tylko jedna jest jednofononowa: 


Uno (13; a30 — дво) Un, (v2ns; 031 — а) 
хип (v2ns; 055 w 5) чаз (V273; ahg х= даз), (256) 


gdzie n; = 0,1, i = 1,2,3,4 oraz 5 n; = 1. 


(iii) W części rotacyjnej funkcje bazowe uzyskiwane są przez zrzuto- 
wanie na nieprzywiedlne reprezentacje grupy symetryzacji kom- 
binacji liniowych sprzężonych funkcji Wignera Dź,,(Q)*, gdzie J 
określa moment pędu stanu. 


Ciekawą własnością operatora rzutowego w przestrzeni rzeczywistych zmien- 
nych kolektywnych jest to, że grupa symetryzacji D4; działając na te zmienne 
powoduje utworzenie funkcji o dobrze określonej parzystości, mimo, że po- 
czątkowe funkcje jej nie posiadały. Pozwala to na uproszczenie obliczeń, tj. 
pominięcie operatora parzystości podczas konstruowania odpowiednich funk- 
cji początkowych. Dokładny opis działania grupy Du, na zmienne ay,, A= 
2,3 podany jest w dodatku C. 
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Postać funkcji bazowych otrzymanych w modelu (Z) i (R). Ma- 
jąc funkcje bazowe, posiadające określoną parzystość można utworzyć od- 
powiednie iloczyny funkcji bazowych, tak aby dawały wektor niezmienniczy 
względem obrotów grup symetryzacji С, = О, Di. Zgodnie z wcześniej- 
szymi rozważaniami do dyspozycji mamy iloczyn trzech wektorów bazowych 
należących odpowiednio do reprezentacji Гу, Г, Гз. Jak zostało to wcześniej 
opisane, postać przedstawionych powyżej funkcji jest równoważna wynikowi 
otrzymanemu dla analogicznych iloczynów funkcji bazowych grupy laborato- 
ryjnej G = O, D4; zależnych od zmiennych kartezjańskich. Ponieważ macie- 
rze reprezentacji dla funkcji bazowych w układzie wewnętrznym są identyczne 
jak dla kartezjańskich wektorów bazowych, dlatego dla uproszczenia zostały 
znalezione kombinacje liniowe trzech funkcji odpowiadających wektorom ba- 
zowym w układzie laboratoryjnym. 

Poniżej przedstawiony jest opis funkcji wchodzących do konstrukcji sta- 
nów w rozważnych dwóch modelach kolektywnych. 


Dla modelu (Z), o zespolonych zmiennych oktupolowych, grupą symetry- 
zacji jest O. Zgodnie z wcześniejszym opisem przyjmujemy następujące 
oznaczenia: 
© w - funkcja kwadrupolowa należąca do reprezentacji Г, grupy O, 
transformująca się identycznie jak wektor bazowy u(x,y, 2) reprezen- 
tacji Ty, 

PT2 - funkcja oktupolowa o parzystości p = (+) dodatniej (р = (—) 


vib3;v 
ujemnej) transformująca się jak wektor bazowy v(x, y, z) reprezentacji 
Lo, 
РұМ, - funkcja rotacyjna należąca do reprezentacji Гз і transformująca 


się identycznie jak wektor bazowy w(x, у, z) reprezentacji Гз. 
Ponieważ reprezentacje równoważne posiadają identyczne wektory ba- 
zowe, dlatego w podanych poniżej wzorach pomijane są indeksy, które 
je rozróżniają. 
Uzyskane podczas obliczeń unormowane i zsymetryzowane funkcje opi- 
sujące stan o momencie pędu 0 < J < 5 mają postać: 

1. Г, = Ay, Po = А, T3 == Ау 


А p;A1 JM 
2,2242 +22 зул? +2422 Ед 2402—22 ° (257) 


Funkcja ta może być użyta do opisu stanu о parzystości dodatniej 
(p = (+)) posiadającej moment pędu J = 0,4. 


2. Г; = А, Гә = Ao, Гз = А, 
A p;A2 JM 
YU Bł? +y2 4-22 mó АС вра (258) 
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Funkcja ta może być użyta do opisu stanu o parzystości ujemnej 
(p = (—)) o momencie pędu J = 3. 


$ Г, = Ag, To = A, [3 = А 


^2 p;Aı RM 
vib2;cyz Y vib3;a2+y? +22 “Аоусуг` 


(259) 


Funkcja ta może być użyta do opisu stanu o parzystości dodatniej 
(p = (+)) o momencie pędu J = 3. Ponieważ w naszym modelu 
kolektywnym nie pojawia się stan 3", zatem stan ten nie jest wy- 
korzystywany do obliczeń. 
à Г, = А5, Г = Ao, Гз == Ау 


A2 p;A2 
Uyiboycyz Do aka 22 4y? +22" (260) 


Funkcja ta może być użyta do opisu stanu o parzystości ujemnej 
(p = (—)) o momencie pędu J = 0,4. Ponieważ w modelu kolek- 
tywnym nie pojawia się stan 07, zatem nie jest on wykorzystywany 
do obliczeń. 


з Г, = A, l2 = Ti, T3 = T; 


1 (4 р;Т\ PTT DJM 
V3 (Oo; 2 уза 22 ъз; „Br т + е ш?-+у2-2 ъз R у Trzy 
p;Ti RIM 
м 252402 ъз, R "Ту; (261) 


Funkcja ta może być użyta do opisu stanu о parzystości dodatniej 
i ujemnej (p = (+)) oraz momencie pędu J = 1,3,4,5. Ponieważ 
w naszych obliczeniach nie pojawiają się stany 17, 37, 57, zatem 
nie są one wykorzystywane w dalszej cześci pracy. 


+ [3 = Ау,Г = Tą, T3 = Т, 


1 (A Ë T 
43 Wybacz py? 222 З ву М ;cy + W A 2422 Viby yz e 
Т, 
ba. ¡£2 +y? 2 L 22 PR cz УМ (262) 

Funkcja ta może być użyta do opisu stanu o parzystości dodatniej 
i ujemnej (p = (+)) o momencie pędu J = 2,3,4,5. Ponieważ w 
obliczeniach nie pojawiają się stany 37,57, zatem nie są one dalej 
wykorzystywane. 


1 A2 ГАД ЪТ рЈМ 
WA (Шоу vib3; а М, ;yż + Е ;cyż Y vibazy” “То; 
p;T1 
+29, zyz Vvib3;z t z Tacy: (263) 
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10. 


11. 


Funkcja ta może być użyta do opisu stanu o parzystości dodatniej 
i ujemnej (p = (+)) o momencie pędu J = 2,3,4,5. Ponieważ 
w obliczeniach nie pojawiają się stany 3*,5*, zatem nie są one 
wykorzystywane. 


š Г, = Аз, l2 = Т5,Гз=Т| 


1 A2 p;T2 p;T2 
a КОО vib3;yz Ri + Wika: ;ryz 8 в: Pisy 
p;T2 
+. уг vib; ;cy РМ. (264) 


Funkcja ta może być użyta do opisu stanu о parzystości dodatniej 
i ujemnej (p = (+)) o momencie pędu J = 1,3,4,5. Ponieważ w 
obliczeniach nie pojawiają się stany 1+, 17,3%, 5+, zatem nie są 
one wykorzystywane. 


"EB ir=duM=H 


5( Е Pi RIM 
V2 `T vib2zy3(x2—y2) Y vib3;z? +y? +22 E; V3(x2—y2) 
p;Aı 
bona, ;222—x2—y2 Y u4b3;z2+4/2+z2 R aaa (265) 


Funkcja ta może być użyta do opisu stanu o parzystości dodatniej 
(p = (+)) o momencie pędu J = 2,4, 5. Ponieważ w obliczeniach 
nie pojawia się stan 5*, zatem nie jest on wykorzystywany w dal- 
szych obliczeniach. 


Г. = Е,Г = А, Гз = E 


+ ( E p; A2 JM 
V2 \ Y vib2;y3(x2—y2) Y vib3;zyz” “E;2z22—x?—y? 
_1Е р; А2 JM 
02:22 2 y2 ФЗ; туг Т ы-у MB(ax2—y 2y): (266) 


Funkcja ta może być użyta do opisu stanu o parzystości ujemnej 
(p = (—)) o momencie pędu J = 2,4,5. Ponieważ w obliczeniach 
nie pojawia się stan 5*, zatem nie jest on wykorzystywany w dal- 
szej części pracy. 

Li = Е,Гә»=Т,Гз = T+ 


РТ p;T1 JM 


SW я ;/3(z2— y2) оьз £ УМ, ZB NWAI 3(x2—y2) Зу “Туу 
— ByE PIT _ МЗ PIT 
6 7vib2;222—x2—y? 2048, „Ry — т ` oz 222—12— 203, у 
УЗ p;T1 
+ i ;222—12—y? 208, z Te” (267) 


Funkcja ta może być użyta do opisu stanu o parzystości dodatniej 
i ujemnej (p = (+)) o momencie pędu J = 1,3,4,5. Ponieważ w 
obliczeniach nie pojawiają się stany 1+, 17,3%, 5+, zatem nie są 
one wykorzystywane. 
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F: = pr = p u= p 
p;lo _ РУТ» 
20 уз ; /3(z2 2 узу озу RT Bu: а ;V3(«2—y2) О, 
_ МЗ p;T> JM УЗ 
RZA ;222—x2—y? 2403; та RUE 
УЗ > RIM 
Tea Ua ;2z2—x?—y? 2123; ту Teryan: (268) 


Funkcja ta może być użyta do opisu stanu o parzystości dodatniej 
i ujemnej (p = (+)) o momencie pędu J = 2,3,4,5. Ponieważ 
w obliczeniach nie pojawiają się stany 37,57, zatem nie są опе 


„ady; T> 
vib2;222—q2— vib3;cz Rike 


wykorzystywane. 
13. Г, = Е,Гә = Т\,Гз = Т 
Т, Г 
рр ;V3(«02—y2) о, „7, 02 + GU ;vV3(12—y2) лз, а 


Т, 
= n nam з а ху (269) 


1,,E p T 
T 5 Wyibo:222 —a2 —y2 Wyib3, „Pe z Un 222—q2— „2 Wyiba: GAR zz 
Funkcja ta może być użyta do opisu stanu o parzystości dodatniej 
i ujemnej (p = (+)) o momencie pędu J = 2,3,4,5. Ponieważ w 
obliczeniach nie pojawiają się stany 37, 57, zatem nie są one dalej 
wykorzystywane. 


14. Г, == E.T = Т»,Гз = Т 


_ УЗ р;Т» _ МЗ р; T 
n ;V3(«2—y2) кх И ;® Ya — aaa ыз, m RE, 
УЗ p;Ta 
"8. AEN, ;/3(z2— y2) Puiba; ху Ryż (270) 
dE PT JM p;lo 
+ zYwib2;222—g2—y2 Зу ТТ + БФ рә. ;222—g2—y2 gta n 


Funkcja ta może być użyta do opisu stanu o parzystości dodatniej 
i ujemnej (p = (+)) o momencie pędu J = 1,3,4,5. Ponieważ w 
obliczeniach nie pojawiają się stany 1+, 17,3%, 5+, zatem nie są 
one wykorzystywane. 


Dla modelu (R), w którym część oktupolowa opisana jest przez zmienne 
rzeczywiste, grupą symetryzacji jest D4.,. Analogicznie jak dla modelu 
(Z) przyjmijmy następujące oznaczenia: 
M i - funkcja kwadrupolowa należąca do reprezentacji Г, grupy Day, 
transformująca się identycznie jak wektor bazowy u(x,y,ż) reprezen- 
tacji Г;, 
5 - funkcja oktupolowa o parzystości p dodatniej (ujemnej) trans- 


formująca się jak wektor bazowy v(z,y, 2) reprezentacji Гэ, 
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RM эш ` funkcja rotacyjna transformująca się jak wektor bazowy w(x, y, 2) 
reprezentacji Гз. 


Otrzymane dla D4; funkcje unormowane i zsymetryzowane dla stanów 
o momencie pędu 0 < J < 5 mogą przyjmować postać: 


1. Г, = А1,Гә = А, l3 = Al 


фо аа Үс a (271) 
Funkcja ta może być użyta do opisu stanu o parzystości dodatniej 
(p = (+)) o momencie pędu J = 0,2,4,5. W modelu kolektyw- 
nym opisującym 156Gd nie pojawia się stan 57, zatem nie jest on 
wykorzystywany w dalszych obliczeniach. 
2. Г, = В\,Г = А1,Гз = Bı 


Фоа аа оваа Pte (272) 
Funkcja ta może być użyta do opisu stanu о parzystości dodatniej 
(p = (+)) o momencie pędu J = 2,3,4,5. Ponieważ, dla naszego 
przypadku, nie pojawiają się stany ЗТ і 57, zatem nie są one wy- 
korzystywane w dalszych obliczeniach. 
3. Г, = А, Da = E, Ts = Е 


z Wata OSA RZ + “Ab e eela REM (273) 
Funkcja ta może być użyta do opisu stanu o parzystości ujemnej 
(p = (-)) o momencie pędu J = 1,2,3,4,5. Ponieważ nie po- 
jawia się stan 17, zatem nie jest on wykorzystywany w dalszych 
obliczeniach. 


дыы ок ЕГ 


1 1 
atas et vib3; о ca JaV riz en ;ż RES (274) 
Stany jakie można uzyskać są analogiczne jak dla przypadku weze- 
śniejszego, gdzie Гз = Е. 


Powyższe funkcje mogą być użyte do budowy bardziej skomplikowanych 
stanów. W zależności od modelu, stany te są zbudowane tylko z pojedynczych 
funkcji (model (Z)) lub mogą tworzyć kombinacje liniowe funkcji posiadają- 
cych tę samą budowę pod względem algebraicznym (model (R)). Dla ostat- 
niego modelu wyjątkiem jest stan podstawowy 07, który w części wibracyjnej 
opisany jest przez jedną funkcję nie posiadającą wzbudzeń. 

Postacie otrzymanych kombinacji liniowych funkcji dla modelu (R) 
przedstawione są poniżej. 
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W paśmie kwadrupolowym w zależności od momentu pędu mamy na- 
stępujące stany: 


dla J = 0 nie mamy żadnych wzbudzeń dlatego może składać się je- 
dynie z jednej funkcji: 


(+) A 
WA AA а Фа, wa "RA RAE. (275) 


gdzie indeks dolny przy funkcji wibracyjnej opisującej część kwa- 


drupolową uguo oznacza, że funkcja bazowa о, POWStAŁA Z 


rzutu iloczynu dwóch funkcji oscylatora harmonicznego ug(72; 090 = 
do)wo(V 215; a22 — оз) na reprezentację A. Analogicznie jest z 
opisem dla indeksów nie występujących dla J = 0: wwo i uoua, 
które oznaczają występowanie wzbudzenia odpowiednio przy funk- 


cji zależnej od zmiennej a Oraz аә». Wibracyjna część oktupo- 


lowa Pa nie ma wzbudzeń i jest funkcją postaci: 


tto (173; a30)uo(V 27; аз, )uo(V 272; a5>)uo(V 2m2; 033). (276) 


Identyczne oznaczenia są zastosowane dla pozostałych stanów znaj- 
dujących się w paśmie kwadrupolowym. 

Dla J = 2 mamy dwie możliwości, różniące się reprezentacją opisującą 
kwadrupolową część wibracyjną oraz rotacyjną Гу = Гз = Ау, В). 
Funkcje tworzące ten stan składają się z iloczynu trzech funkcji: 


rto ooo, аз) Pr (аз, HRE, (277) 


które w zależności od wyboru I;, Гз tworzą stany: 


Өм __ 
ЧА, АТА, = 


+);A1 = 2M (+);A1 a 2M 
sej = trio, az RA + шора, wy 68 Ry 


(+); m 2M 
+s, иоил Шз ` RA (278) 
oraz 
XHM ЖЕ, 
Еи {asv}, 9) u 
);А * 2M +);41 F 2M 
= и р шочо b “Вв ШЕ 102142; МО. Rg 


);A 
+w ро, ИЕ RẸ М (279) 


Dla J = 4 sytuacja jest analogiczna jak dla J = 2. Funkcje bazowe 
tworzące stan mają postać: 


ФА (азо, ооз) аз, |) RA, M. (280) 
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Ponieważ mamy dwie możliwości wyboru reprezentacji opisującą 
wibracyjną część kwadrupolową oraz część rotacyjną L, = Гз = 
Ау, Bı, możemy utworzyć dwa różne stany. Gdy Гу = Гз = Ai, 
wówczas stan ten składa się z sześciu składników, co związane 
jest z dwiema równoważnymi reprezentacjami A, dla funkcji rota- 
cyjnej oraz trzema możliwościami występowania wzbudzenia dla 
kwadrupolowej funkcji wibracyjnej: 


40M __ 
W ara: =, 
(+);41 pJ=4M (+);41 pJ=4M 
a = шр, ;uouo Vaits RAY + шэй до. ИСАР RAY 1 


(+);A1 pJ=4M (+);41 Ry; M 
us, ;ugu1 3 Вата F шафа? шош) ъз T 


(+);А1 pJ=4M (+);Аз pJ=4M 
+, suuo 9453 RAY + ив дә. мош Poib3 к! : (281) 


Drugą możliwością jest Гу = Гз = Bı. Wówczas mamy jedynie 
trzy składniki sumy: 


dB (ao, ооз) Ф (ta зр) М, 


(282) 
co daje następujący rozkład na funkcje bazowe: 
(+) 
WB, AB, = 
;А );A 
= = шр, е Рр a + шәй уо; Ma ss Рр нн 

);A 

AUO Жз RE a (283) 


W paśmie oktupolowym w zależności od momentu pędu mamy: 


dla J = 3, istnieją dwie możliwości wyboru reprezentacji wibracyjnej 
funkcji kwadrupolowej I; = Ay, Bı o funkcjach bazowych: 


di (a20, аз2) Przy” (os, }) Rz М. (284) 


Każdy z dwóch możliwych stanów składa się z ośmiu składników. 
Wynika to z istnienia dwóch równoważnych reprezentacji dwuwy- 
miarowych F opisujące ruch rotacyjny oraz czterech możliwości 
uzyskania wibracyjnej funkcji oktupolowej: 
(=) 
Чык = 


se =3M J=3M 
= wyjda viba: Е + ш шәф і viba: ае 
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+з Ты ы Rp, 2 F +шаф ыар 8 RE” 


vib3;ugu1 uouo ui uou uguo 


J=3M = J=3M 
Hwt hot ыу, O z T шеф р; — Е: > 


(—);Е J=3M J=3M 
+штф W witawowowow, RE 33 вй, viba: | айры» 
(285) 


gdzie Гу = А, Di. Kwadrupolowa funkcja bazowa pochodzi z 
funkcji początkowej uo(n2; ooo — Qoo)uo( V 22; 022 — боз) zrzuto- 
wanej na reprezentację A; lub Di. Część oktupolowa może po- 
chodzić z jednej z czterech funkcji u;(73; озо — ózo)u;(V2na; Az, — 
Az Juk( V 21a; оу» z Az>)u(V 21a; ahs — 33), i j,k,l = 0,1, ¿+ 
7] +k+l= 1 zrzutowanych na reprezentację E. Podobnie funkcje 
rotacyjne zrzutowane są na reprezentację F. 


Identyczne oznaczenia zastosowane dla tego stanu wykorzysty- 
wane są dla pozostałych stanów znajdujących się w pasmach oktu- 
polowych. 


Dla J = 5 w zależności od reprezentacji opisującej kwadrupolową funk- 
cję wibracyjną Гу = Ау, Bı również mamy dwie możliwości opisu 
stanu. Dla każdego przypadku mamy dwanaście skladników po- 
staci: 


Ф „(азо, авг)! а. Е (баз, y| Ra FM. (286) 


Rozkład na funkcje bazowe związany jest z istnieniem trzech rów- 
noważnych reprezentacji dwuwymiarowych Е opisujących ruch ro- 
tacyjny oraz czterech możliwościach uzyskania oktupolowej funkcji 
wibracyjnej: 
(M 
Wr EE = 
= J=5M (—);Е J=5M 
= WdoWa ;u1uou0u0 Rpg, 1 T шот vib3;uj uguouo Rp ;2 


Ri, 5M RĘ, 5M 


кшз Gu ;u1uououo к К ;uouruouo 


Ri, 5M Ri, 5M 


Pws ы ;uou1uouo DE AZER we ;UQU1UOUO 


R, 5M Ri, 5M 


PET Тый ы ;UDU0U1 UO аг. вый, Pa шошо WO 


R. 5M (—);Е R 5M 


twoi уф a ;U0U0U1 UO RE шоо vib3;ugu0u0u1 


(—);Е J=5M (—);Е J=5M 
PW ә Йу засаа БЕ, ga шло? 0103;иоцоцо и Ер, И 
(287) 


gdzie Г, — A, Bı. 
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Dla J = 2 mamy dwie reprezentacje wibracyjnej funkcji kwadrupolo- 
wej Гу = Ау, B oraz cztery różne wibracyjne funkcje oktupolowe. 
Funkcje bazowe wchodzące w skład stanu mają postać: 


dT: (азо, азо) ш (оз, |) RZ М, (288) 


a pełna funkcja: 


Wh кк {оз}. (93и), 0) = 


=: J=2M ;Е J=2M 
= wyja viba: е. + шәф рі e. О. 


—);Е 1 
+шз ыш = Re не 85 шар! ROA 


vib3;u0uou1uo a ;U0U0U0U1 
(289) 


gdzie Г, = А1, Bı. 


Dla J = 4 istnieją dwie reprezentacje dla wibracyjnej funkcji kwadru- 
polowej I; = Aí, Bı. Dla każdego przypadku mamy po osiem 
składników: 


yi lam, a ((os RE, (290) 


które pochodzą z czterech różnych oktupolowych funkcji początko- 
wych oraz dwóch równoważnych reprezentacji Е opisujących ruch 
rotacyjny: 


ЕР Lazh {asr}, 0) 


= J=4M (—);Е J=4M 
= шр со ;urugucug" E;1 + шә» с 0035 Eo 


Д Ri 4M RE, 4M 


tusa ы ;uou1uouo ПГ CZEKA w к 


Ri 4M RE, 4M 


кшй ы ;UOUOUJ WY кр шеф; э ;U0UOU1 WO 


(—);Е J= M —);Е J=4M 
Pra ЫЙ з ушшш Rp, + шваёт tb к. шочочоч1 ВЕ, Ш 
(291) 


gdzie Г! = A, Bı. 


6.2.5 Struktura stanów rotacyjnych 


Zgodnie z wcześniejszymi oznaczeniami funkcje rotacyjne są określone za 
pomocą momentu pędu J oraz indeksów Гз, Г klasyfikujących te funkcje 
zgodnie ze schematem łańcucha grupowego Di 2 Də. Dodatkowo dla każ- 
dej z nich zostało obliczone prawdopodobieństwo orientacji momentu pędu 
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na podstawie którego można określić najbardziej prawdopodobny kierunek 
wektora momentu pędu. 

Pełne wyprowadzenie potrzebnych formuł znajduje się w dodatku D. 

Poniżej przedstawione są wyniki otrzymane graficznie. Kierunek momentu 
pędu określa prosta przechodząca przez wybrany punkt na powierzchni i po- 
czątek układu współrzędnych. Długość wektora od początku układu współ- 
rzędnych do danego punktu na powierzchni określa prawdopodobieństwo wy- 
losowania jego kierunku. Dla najprostszego przypadku stanu podstawowego 
07 widać, że prawdopodobieństwo orientacji momentu pędu jest identyczne 
dla każdego z wybranych kierunków. Dokładny opis każdego stanu znajduje 
się pod otrzymanymi wykresami (4)-(10). 


Rozkład prawdopodobieństwa orientacji momentu pędu 


pasmo kwadrupolowe, stan 01 


reprezentacja Ду 


Rysunek 4: Rozkład prawdopodobieństwa orientacji momentu pędu dla stanu 
oF. 


Otrzymane wykresy pokazują w jaki sposób może odbywać się kwantowy, 
rotacyjny ruch jądra atomowego. W naszym przypadku otrzymane struktury 
możemy podzielić na cztery grupy: 


(a) Stany 0%, 2+, 27, gdzie dwa pierwsze stany należą do reprezentacji А), 
a trzeci do E. Dla tej grupy mamy nieskończenie wiele równoważnych 
kierunków wokół których może obracać się jądro. Dla stanu podstawo- 
wego 0* wszystkie osie obrotu są równoważne. W przypadku dwóch 
pozostałych stanów obrót wokół osi OY jest o wiele mniej prawdopo- 
dobny niż obrót wokół dowolnej osi obrotu leżącej w płaszczyźnie X Z. 


(b) Stany 2* z reprezentacji By, 4* z A11, 3 z E. oraz 57 z reprezentacji 
E.. Dla tych stanów najprawdopodobniejszy jest obrót wokół osi OY. 
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Rozkład prawdopodobieństwa orientacji momentu pędu 


pasmo kwadrupolowe, stan 27 


reprezentacja Ду reprezentacja Bı 


Rysunek 5: Rozkład prawdopodobieństwa orientacji momentu pędu dla stanu 
2, 


(c) Można wyodrębnić dwie podgrupy: pierwsza składa sie ze stanów 4* z 
reprezentacji Ву, 3 z Е, 47 zE,i5 z Ёз oraz druga do której na- 
leżą: 4* z reprezentacji Ау.) 1 47 z Ea. Dla czterech pierwszych stanów 
najbardziej prawdopodobnymi osiami obrotu są osie OX i OZ. Dla 
dwóch ostatnich stanów również mamy dwie osie wokół których obrót 
jest najbardziej prawdopodobny. Są one położone ukośnie względem 
układu odniesienia. 


(d) Stan 57 z reprezentacji E. posiada cztery osie wokół których mamy 
największe prawdopodobieństwo obrotu. Osie te, podobnie jak dla dwóch 
stanów z grupy wcześniejszej, są obrócone względem osi układu współ- 
rzędnych. 


Rozpatrując przejścia pomiędzy stanami należącymi do jednej grupy wi- 
dać, że nie wymagałoby to dużej zmiany kierunku momentu pędu. Wyjątkiem 
jest tylko stan podstawowy 07, którego rozkład prawdopodobieństwa kierun- 
ków osi obrotów jest taki sam w każdym z możliwych kierunków (graficznie 
przedstawione jest w postaci sfery). 

Pomijając wypadki, gdy stany składają się z kombinacji funkcji posiada- 
jących różne reprezentacje w części rotacyjnej, można utworzyć trzy sche- 
maty o następujących, dominujących rozkładach prawdopodobieństwa orien- 
tacji momentu pędu. Poniżej podane są otrzymane schematy, dla których 
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Rozkład prawdopodobieństwa orientacji momentu pędu 


pasmo oktupolowe o nieparzystym momencie pędu, stan 37 


reprezentacja Fl 


reprezentacja F2 


Rysunek 7: Rozkład prawdopodobieństwa orientacji momentu pędu dla stanu 


3. 


wyszczególnione są jedynie reprezentacje części rotacyjnej. Ponieważ do obli- 
czeń prawdopodobieństwa orientacji momentu pędu reprezentacje dla funkcji 
wibracyjnych nie dają żadnego wkładu, dlatego w podanych poniżej schema- 


tach nie są one uwzględniane. 


(i) Niech najbardziej prawdopo 


dobną główną osią orientacji momentu pędu 


będzie OY , wówczas odpowiednimi reprezentacjami funkcji rotacyjnych 
powinny być reprezentacje przedstawione poniżej: 


Є A 3 : BA 
5 В, 5 : En 
F: Ау (292) 


W tym przypadku mamy problem z wyborem funkcji dla stanów 27 i 
4- ponieważ głównymi kierunkami wektora momentu pędu są osie ОХ 
i OZ lub ukośne. Jeżeli główną osią byłaby oś OY, wówczas udaje się 


utworzyć jedynie model dla 


dwóch pierwszych pasm energetycznych. 


(ii) W przypadku gdy głównymi osiami orientacji wektora momentu pędu 
są OX i OZ, otrzymujemy następujące reprezentacje: 
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Rozkład prawdopodobieństwa orientacji momentu pędu 


pasmo oktupolowe o parzystym momencie pędu, stan 27 


reprezentacja Е 


Rysunek 9: Rozkład prawdopodobieństwa orientacji momentu pędu dla stanu 
2m, 


Rozkład prawdopodobieństwa orientacji momentu pędu 


pasmo oktupolowe o parzystym momencie pędu, stan 47 


reprezentacja Fl reprezentacja F2 


SA ср x 


Rysunek 10: Rozkład prawdopodobieństwa orientacji momentu pędu dla 
stanu 47. 
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07:45 3 :Eəs 218 
"AIR A 57: E.3 4 : Е.\ 
4+: В, (293) 


Dla tego przypadku udaje sie uworzyć pełny schemat trzech pasm dla 
modelu ze zmiennymi rzeczywistymi. 


(iii) W przypadku osi obróconych względem osi układu współrzędnych ana- 
logicznie otrzymujemy: 


07:4 3 :- 2:85 
Że: Ау BYRNE E. П рс E.s 
4+ I Ai (294) 


Gdy gęstość prawdopodobieństwa orientacji momentu pędu jest naj- 
większa wzdłuż osi obróconych względem osi układu współrzędnych 
okazuje się, że można zbudować schemat zawierający wszystkie stany 
poza 3 . 


Podane powyżej schematy dotyczyły jedynie trzech możliwości wyboru osi 
głównych, tj. osi OY , dwóch osi OX i OZ oraz osi obróconych względem osi 
układu współrzędnych. Podział ten wynikał z otrzymanych rozkładów praw- 
dopodobieństw orientacji momentu pędu. Każdy z tych trzech schematów 
posiada osie główne skierowane tylko w jednym z trzech możliwych wyod- 
rębnionych kierunków. Są to przypadki kiedy nie ma wymieszanych trzech 
różnych orientacji wektora momentu pędu. W rzeczywistości stany w bu- 
dowanych modelach mają skomplikowaną strukturę i każdy z nich może się 
składać z sumy funkcji bazowych należących do równoważnych reprezentacji, 
które różnią się jedynie osiami głównymi rozkładu gęstości prawdopodobień- 
stwa orientacji wektora momentu pędu. Powoduje to, że w uzyskanych sche- 
matach opisujących trzy pasma Gd osie główne wektora momentu pędu 
mogą należeć do więcej niż jednej z trzech podanych możliwości. 


6.3 Zredukowane prawdopodobieństwa przejść elektro- 
magnetycznych 


Dalszym etapem próby znalezienia opisu 156Gd korzystając tylko z własno- 
ści algebraicznych stanów, jest obliczenie zredukowanych prawdopodobieństw 
przejść elektromagnetycznych wewnętrz i międzypasmowych. Opierając się 
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jedynie na pojęciu iloczynu Kroneckera dla każdego z omawianych modeli, 
można uzyskać dużą liczbę schematów, które mogłyby opisywać wybrany 
fragment widma Gd. Okazało się jednak, że nie wszystkie są w stanie od- 
tworzyć wartości przejść elektrycznych uzyskanych w eksperymentach [5] i 
[6]. 

Do obliczeń potrzebne są operatory multipolowe O. które jednocześnie 
są tensorami sferycznymi rzędu A, tzn. przenoszą moment pędu A o różnych 
wartościach rzutu momentu pędu и na oś kwantowania OZ. W ogólności 
tensory sferyczne w układzie laboratoryjnym można zdefiniować na dwa spo- 
soby: 


1. Wprowadzając odpowiednie komutatory momentu pędu i zbiór okre- 
ślonych operatorów, [21, 49, 75]: 


Definicja З (Tensor sferyczny). Sferycznym (nieredukowalnym) ten- 
sorem feb rzędu A, gdzie À = n lub À = 5 dla n € Z, nazywamy zbiór 
2A+1 liniowych operatorów RA и =—A, —A+1,::* ,A—1,A oduzoro- 
wujących przestrzeń Hilberta na siebie oraz spełniających następujące 
związki komutacyjne że sfjerycznymi laboratoryjnymi składowymi ope- 
ratora momentu pędu ‚г и = 0, +1: 


JT] = се /A(A+1)- ulu 1) а, (295a) 


| СЕ (295b) 


Występująca w definicji ó € К oznacza dowolną fazę. 


2. Częściej można spotkać inną definicję sferycznego tensora, która określa 
transformację jego składowych względem działanie grupy obrotów, [8, 


21, 49, 74, 75]: 
Definicja 4 (Tensor sferyczny). Zbiór operatorów гей = А, -А + 
1,---,ÀA = LA tworzy tensor symetryczny jeśli pod działaniem grupy 


obrotów SO(3) przekształca się zgodnie z równaniem 


R(Q)TYUR >> B.A: (296) 


Zgodnie ze wzorem (296) z definicji 4 związek pomiędzy składowymi ope- 
ratora multipolowego w układzie laboratoryjnym oe i wewnętrznym Qu 
jest, następujący, [54]: 


A 


Qulay) = R(0)Q% O = > Del Ów [á (297) 
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gdzie оди, Q są zmiennymi wewnętrznymi. 

Zredukowane prawdopodobieństwo przejść elektrycznych B( EA) przy emi- 
sji lub absorpcji fotonu o momencie pędu A, pomiędzy stanem początkowym 
o momencie pędu Jı i rzucie M; a stanem końcowym o momencie pędu J> i 
wszystkich możliwych dla tego stanu rzutach, opisane jest za pomocą wzoru, 
[55, 74]: 

B(EXN; Лл > Je) = >` м || Mi). (298) 

Mo, 

Sumowanie po wszystkich możliwych stanach końcowych wynika z braku 
możliwości eksperymentalnych, które wymagałyby kontrolowania polaryza- 
cji zarówno stanów jądrowych jak i fotonów. Element macierzowy dowolnego 
sferycznego tensora BA. a zatem operatora multipolowego O można rozło- 
żyć na dwa czynniki: opisujący geometrię lub własności symetryczne układu 
oraz przedstawiający część fizyczną [8, 21, 53, 75]: 


Twierdzenie 1 (Wigner-Eckart). Każdy element macierzowy sferycznego 
operatora w bazie momentu pędu (J' M'È JM) jest iloczynem dwóch czyn- 
ników zależnego jedynie od momentu pędu i własności stanów układu oraz 
niezależnego od rzutu momentu pędu: 


(J M'È JM) = (ТМ М”) (ЛТ ||). (299) 


Pierwszy czynnik opisany jet przez współczynniki Clebscha-Gordana, (/49, 
75, 8|), i określa własności geometryczne, drugi przez zredukowany element 
macierzowy przedstawiający część fizyczną. 


Dowód twierdzenia 1 można znaleźć między innymi w [21, 75]. 
Korzystając z twierdzenia Wignera-Eckarta wzór na zredukowane praw- 
dopodobieństwo przejść (298) można przedstawić następująco, [8, 21, 55, 75]: 


л) 
Аа 


Do obliczeń wartości zredukowanego prawdopodobieństwa przejść, dla dwóch 
omawianych modeli kolektywnych, zostały wykorzystane programy napisane 
przeze mnie w Mathematice. 

W tym celu potrzebne były wyprowadzenia wzorów użytych do znalezie- 
nia odpowiedniej wartości В(ЕА; Ji > Je), A = 1,2 dla funkcji opisujących 
stany każdego z modeli (dodatek H). 

Znajomość przynależności stanu początkowego + = ФТ» aa , koń- 


IT УЧУ ar akr A 86 
JE =. 1 2 JM 
cowego Y = Poin vits Pp oraz operatora (0x, do reprezentacji grupy sy- 


metryzacji С, pozwala szybko ustalić możliwe przejścia wzbronione. 
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Dodatkowo poza tak wyznaczonymi przejściami wzbronionymi mogą ist- 
nieć również stany dla których mimo, że jest spełniona zależność Г x T? о T”, 
gdzie Г, T®, T” oznaczają nieprzywiedlne reprezentacje grupy G, odpowiednio 
dla stanu początkowego %, operatora multipolowego Q Au oraz stanu końco- 
wego 1. W takim przypadku zerowanie się zredukowanego prawdopodobień- 
stwa przejść В(Е2; J + J') wynika z budowy stanów, które po obliczeniu i 
zsumowaniu elementów macierzowych dają wartość zerową. 

Wiadomo, że w układzie laboratoryjnym zredukowane prawdopodobień- 
stwo jest proporcjonalne do elementów macierzowych operatora O: Prze- 
kształcając wzór (297) tak, aby otrzymać odwrotny związek, tj. be (ód 
nie operatora Ое za pomocą zmiennych wewnętrznych Q Au mamy zależność 
od sprzężonych funkcji Wignera, |54]: 


=>, n (О (301) 


Znając powyższą transformację do układu wewnętrznego można obliczyć 

Р À & А А | 
element macierzowy (|> y= Di (A) Әл). Operator Сл wchodzi w 
skład elementu macierzowego obliczonego w układzie wewnętrznym, o prze- 
noszonym momencie pędu A, dla funkcji początkowej v = Puio paz M 
mającej moment pędu J i rzut M i funkcji końcowej %” = Фр поко ДМ е 
momencie pędu J’ i rzucie М”: 


(W rea Pan (0) 0) (302) 
= Зу т, а O ГЕЯ Жл КҮ (Q АЕМ), 


gdzie ogólna postać operatora multipolowego w układzie wewnętrznym jest 
dana wzorem [52]: 


A ZRA 
Qan gs; “Tra (aw ! 02 Żora OKO (А 0A20|A0) (ол, _ a) |: 
(ax, ® a) = Do (ААР |А) аи, Оз: (303) 


W zależności od budowy składowych operatora multipolowego oraz od 
wyboru grupy symetryzacji Gs = О, Du, podane powyżej wzory będą się 
różniły. 

Dokładna postać otrzymanych składowych operatorów multipolowych dla 
A= 1,2 oraz rozkład ich na części należące do odpowiednich reprezentacji 
przedstawiony jest w dodatku G. 

Ze względu na różną budowę w zmiennych kwadrupolowych i oktupo- 
lowych operatorów Qu i (05, zostały wprowadzone różne sposoby ich roz- 
kładu na podprzestrzenie niezmiennicze względem grupy symetryzacji G, = 


O, Duy. 
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Operator dipolowy О... W przypadku tego operatora można sprawdzić 
jak rozkłada się on na reprezentacje grupy wewnętrznej rzutując jego 
pełną postać opisaną zgodnie ze wzorem (303). Niestety informacja ta 
nie wystarcza do znalezienia reguł wyboru korzystając tylko z iloczynów 
Kroneckera. Wynika to z jego postaci, która składa się z kombinacji 
liniowych iloczynów zmiennej kwadrupolowej i oktupolowej (dodatek 
G), co można ogólnie zapisać: 


Ош Уа авд, (304) 
H243 
gdzie Chia 293 oznaczają wpółczynniki stojące przy poszczególnych iloczy- 


nach zmieńtych бош» 03и: Ponieważ nie uwzględniamy deformacji dipo- 
lowej œi, zatem w operatorze dipolowym nie występuje człon liniowy 
pojawiający się we wzorze (303). 


Zatem каше operator dipolowy { na tensory względem grupy 
symetryzacji Gs = O, Du zgodnie z łańcuchem grupowym G, С 
Goaz X Ga, X SOB Je: 


Każdą ze zmiennych kwadrupolowych оо, i oktupolowych a3,, można 
rozłożyć odpowiednio na reprezentacje grupy Ga, = O, Dy, oraz 
Gas = O, 04у, co przedstawiamy w postaci: 


„ = Уг że Aja ~ => Ai» 
A = 2, 3, (305) 


gdzie Г są reprezentacjami grupy С, na które rozkłada się zmienna 
али, A Gr numerują wektory bazowe reprezentacji Г. 


Poniżej przedstawiony jest rozkład na reprezentacje grupy symetryzacji 
operatora ©1„. 


W modelu (Z) korzystając ze wzorów (304-305) oraz z rozkładu na 
reprezentacje zmiennych а, Озиз (dodatek G) mamy: 


A 3 

Qiu = RE уЭ Е б 228 X (aż, zj og, |. (306) 
и = 0,-+1 

Zatem część opisana zmiennymi kwadrupolowymi należy do re- 


prezentacji dwuwymiarowej Е, а oktupolowa rozkłada się na dwie 
reprezentacje trójwymiarowe T; i 7. 
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W modelu (R) analogicznie jak dla modelu (Z) 010, Фп: można 
rozłożyć zgodnie ze wzorami (304-305): 


Qiu = зе Go + a, | š Ou; (307) 
и = 0,+1, 


gdzie część kwadrupolowa rozkłada się na dwie reprezentacje Jed- 
nowymiarowe Ау i By, a część oktupolowa należy do reprezentacji 
dwuwymiarowej /. 


Przynależność poszczególnych zmiennych wibracyjnych do odpowied- 
nich reprezentacji grup wewnętrznych jest przedstawiona w dodatku 


G. 
Korzystając ze wzorów (788-795) można elementy macierzowe opera- 
tora О pomiędzy funkcjami % = ER s n iy = Фуа PR, М 
zapisać ko 
Ор) = Epi WID (0) 01|) 
(2) 'т; (3) 
=>, '=—1 BETA Cu (4р | > rO) Oj К al > re) оду |0123) 
х (RE Dy, (O) IRE) (308) 


Powyższy wzór został użyty do znalezienia reguł wyboru dla przejść 
międzypasmowych przedstawionych w dalszej części pracy. 


Operator kwadrupolowy О»,. Dla grup wewnętrznych O, D4; oraz zmien- 
nych kwadrupolowych i oktupolowych otrzymujemy ogólną postać ope- 
ratora przejść kwadrupolowych (dodatek G): 


A £ 21 H3 H3 
Сои = Cow Oro, + у Сор изои, + у Фи ОзизОзи,- (309) 
ГОТА Из 


W tym przypadku wygodniej jest podzielić operator (309) na dwa 
człony: człon zależny jedynie od zmiennych kwadrupolowych oraz człon 
opisany przez zmienne oktupolowe oznaczone jako: 


A ГА 
kw __ H2H2 
Qa = Caw Aw + > NE Сои Ono ди, 


Ady = Уныш dw” зави Ou, (310) 


215 UJ 


Шә są współczynnikami otrzymanymi ze wzoru (303). 


gdzie сә, C3 
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Do każdego z podanych członów używamy operatora rzutowania uzy- 
skując w ten sposób rozkład na reprezentacje części operatora opisa- 
nego tylko przez zmienne kwadrupolowe Око w oraz oktupolowe Ов 
Otrzymane rozkłady możemy ogólnie zapisać НАЕ еви) 168: 


M = = > re) O к. 
(3) o 
a dO 7 (311) 
gdzie ГО) jest reprezentacją względem, której оаа się część 


operatora ә zapisana w zmiennych kwadrupolowych, а Г) w zmien- 
nych oktupolowych. 


W zależności od wyboru grupy symetryzacji otrzymujemy następujące 
rozkłady operatora kwadrupolowego na reprezentacje: 
W modelu o zmiennych zespolonych (Z), z grupą symetryzacji O, 
Qo, ma rozkład: 
(a) Dla Озо niezerowy rzut istnieje jedynie dla reprezentacji dwu- 
wymiarowej E: 


Өз = QR” + QR”. (312) 


(b) Dla Оі» mamy oprócz reprezentacji dwuwymiarowej E rów- 
nież jedną trójwymiarową 75: 


Q> = Sz + ( ок + > б, (313) 
022 = -ÔE k ku L ÔER ORS. (314) 


Część opisana przez zmienne kwadrupolowe należy do repre- 
zentacji dwuwymiarowej E, zaś część określona przez zmienne 
oktupolowe rozkłada się na dwa składniki, z których pierwszy 
należy do reprezentacji Ё a drugi do reprezentacji trójwymia- 
rowej T>. 


(c) Dla Оза występuje jedynie reprezentacja trójwymiarowa T>: 


Оло, (315) 
Q> = JAG (316) 


W tym przypadku jedynymi zmiennymi opisującymi Osi są 
zmienne oktupolowe i całość należy do jednej reprezentacji. 


W modelu o rzeczywistych zmiennych (R) z grupą symetryzacji 
D4; mamy: 
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(a) Dla Озо otrzymujemy następujący rozkład na reprezentacje: 
Оз» = = JA kw TH Qm kw TR Оз ok + Qm ok. (317) 


Zarówno część opisana przez zmienne kwadrupolowe jak i 
oktupolowe rozkłada się na dwa człony, które należą do re- 
prezentacji jednowymiarowych A; i В. 


(b) Dla Q2+2 mamy rozkład: 


Оза = ©з + Quia” +@ ы + Qiz- (318) 


Jak widać ten rozkład na reprezentacje jest identyczny jak dla 
Gao. 
(c) Dla Q241 mamy: 


(ба EO (319) 


W tym przypadku jedynymi zmiennymi tworzącymi ten ope- 
rator są zmienne oktupolowe, które dają jedną reprezentację 
jednowymiarową В». 


Korzystając z powyższych wyników otrzymujemy, że ogólna postać ele- 
mentów macierzowych dla operatora kwadrupolowego Que jest nastę- 
pująca: 


(ФР) = 
з ЖО Уа т 
ТЬ) (быы! Ero OE e йы) | 
x(RZM рэ ДОМ) (320) 


Powyższa postać elementów macierzowych dla operatora kwadrupolo- 
wego użyta jest do wyznaczenia reguł wyboru dla przejść wewnątrzpa- 
smowych. 


Otrzymane wyniki dotyczą postaci operatora kwadrupolowego i dipolo- 


wego opisanego za pomocą zmiennych wewnętrznych. Ponieważ celem jest ob- 
liczenie wartości zredukowanych prawdopodobieństw przejść elektromagne- 
tycznych, które zostały wyznaczone eksperymentalnie w układzie laborato- 
ryjnym, zatem zgodnie ze wzorem (302) przedstawione operatory pomnożone 
są jeszcze przez sprzężone funkcje Wignera. Ta część jest odpowiedzialna za 
ruch rotacyjny. Chcąc mieć pełną analizę pod względem algebraicznym trzeba 
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również sprawdzić jak zachowuje się rotacyjny element macierzowy. W tym 
celu trzeba znaleźć rozkład sprzężonych funkcji Wignera na reprezentacje 
grupy symetryzacji. 

Reprezentacje otrzymane dla sprzężonych funkcji Wignera występujących 
w (300) są następujące: 


W modelu (Z): 


(i) dla przejść wewnątrzpasmowych mamy: 


(a) dla funkcji Dz, (Q)* otrzymujemy rozkład na dwie reprezen- 
tacje: dwuwymiarowa E oraz trójwymiarową T>, 


(b) funkcja 2? ,(О)* należy do jednej z reprezentacji trójwymia- 
rową T>, 


(c) funkcja Dzo(0)* należy do reprezentacji dwuwymiarowej E, 
(ii) dla przejść międzypasmowych i funkcji О (Q), dla u, ji = 
0, +1, mamy tylko jedną reprezentację trójwymiarową T}. 
W modelu (R): 


(i) dla przejść wewnątrzpasmowych mamy: 


(a) dla funkcji 2? ,,(0)* otrzymujemy rozkład na trzy reprezen- 
tacje: dwuwymiarową E oraz dwie jednowymiarowe А}, Ву, 


(b) funkcja 2? \,(О)* należy do jednej z reprezentacji jednowy- 
miarowej В» oraz dwuwymiarowej E, 


c) funkcja D? (Q)* należy do dwóch reprezentacji jednowymia- 
p0 
rowych А}, Ву, 


(ii) dla przejść międzypasmowych mamy: 


a) dla funkcji Dt, (Q)* mamy rozkład na reprezentacje jedno- 
+1 
wymiarową A oraz dwuwymiarowa E, 


(b) dla funkcji Di (Q) mamy rozkład na reprezentację dwuwy- 
miarową E. 


W dalszej części przedstawiona jest analiza elementów macierzowych uży- 
tych do obliczeń zredukowanego prawdopodobieństwa В(Е1) i B(E2). Jak 
zostało to wcześniej wspomniane, będzie się ona opierać na własnościach 
algebraicznych operatorów multipolowych. Celem jest określenie reguł wy- 
boru dla przejść elektromagnetycznych bez wyliczania wartości zredukowa- 
nego prawdopodobieństwa. 

Przejść wzbronionych może być o wiele więcej niż te, które zostały zna- 
lezione na podstawie iloczynów Kroneckera dla reprezentacji. Stany takie 
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pojawiły się zarówno dla grupy O jaki dla Dy, ale są tutaj pomijane. Dla 
nich zerowanie się B(E1) i В(Е2) wynika z sumowania się elementów macie- 
rzowych i ciężko jest przewidzieć ich pojawienie się. 

Jeśli wiadomo z danych eksperymentalnych, że zredukowane prawdopo- 
dobieństwa są różne od zera, wówczas korzystając z tej metody można szybko 
wyeliminować stany, które dają przejścia wzbronione. W przypadku, gdy wia- 
domo jakie przejścia są wzbronione i są charakterystyczne dla danego jądra 
atomowego, wówczas można szukać takich stanów dla których nie zachodzi 
(182). 

Korzystając z informacji przedstawionych we wcześniejszym podrozdziale 
można określić, które stany trzeba brać pod uwagę podczas budowy schema- 
tów opisujących pasma energetyczne jądra atomowego. W naszym przypadku 
próba odtworzenia tych pasm dotyczy "*Gd, dla którego wiadomo, że dla 
najniższych stanów pasm energetycznych o momencie pędu i parzystości: 
0+, 27, 4+ oraz 37, 57, 2,4 , wartości В(Е1) i В(Е2) są niezerowe. 


6.3.1 Międzypasmowe przejścia dipolowe 


W zależności od wyboru modelu oraz korzystając ze wzoru (308) otrzymu- 
jemy następujące postacie elementów macierzowych: 


Dla modelu (Z) postać elementu macierzowego operatora Qi w układzie 
wewnętrznym jest następująca: 


WARI = D= QD) (Q)*Qu |0) 


SX 2. 160 ыо) sd os, Vias) + (% „zla 75) } 
x (Rzy (ри (Q)*) | RAM). (321) 


Korzystając z tabel przedstawiających możliwe stany dla modelu (Z) 
oraz z postaci elementów macierzowych (321), znajdujemy trzy roz- 
łączne sytuacje pojawienia się przejścia wzbronionego. Jest to przypa- 


dek, gdy zeruje się jedna z trzech części: 


(a) Element macierzowy opisany przez zmienne kwadrupolowe: 


(9 „lóż ы) = 0. (322) 


W tym przypadku kwadrupolowe funkcje bazowe dla początko- 
wych stanów z pasma oktupolowego 3 , 5 1 47 należą do jednej 


67е względu, na to że mamy dwa modele o zmiennych zespolonych przedstawiona ana- 
liza jest przeprowadzona dla przypadku zawierającego większą liczbę możliwych stanów. 
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z reprezentacji Ау, А5, E. Iloczyn Kroneckera reprezentacji А}, 
А» i E oraz dwuwymiarowej reprezentacji Е rozkłada się nastę- 


pująco, [9, 10]: 
A, x E = E, (323) 
A, x E = E, (324) 
ExE=A+4A+E. (325) 


Zatem w zależności od wyboru stanu 4* otrzymujemy: 


Dla А.А; А; element macierzowy (322) może być różny od zera, 
gdy iloczyn Kroneckera Гү х E zawiera I! = Ау". Dotyczy to 
jedynie przypadku (325), czyli gdy kwadrupolowa funkcja ba- 
zowa stanu początkowego należy do reprezentacji ЕЁ. Zatem 
wzbronione są przejścia В(Е1: 5 — 41), В(Е1: 37 — 47) і 
В(Е1: 47 — 47), gdy stany 57, 37,47 zbudowane są z kwa- 
drupolowej funkcji bazowej nie należącej do dwuwymiarowej 
reprezentacji E, tj.: 


5 : АТТ, ADT, ADT, АТТ, 
3: АДАА, АТТ, APh, АТТ, ADT, 
4: ATT, АТТ, ААА}, АТТ», АТТ. (326) 


W powyższym zapisie stanów, niezależnie od oznaczeń uży- 
tych dla iloczynów Kroneckera występujących w omawianych 
elementach macierzowych, interesuje nas tylko informacja do 
jakich nieprzywiedlnych reprezentacji należą poszczególne funk- 
cje bazowe, tzn. Г1Г»Гз oznacza, że kwadrupolowa funkcja ba- 
zowe należy do reprezentacji Гү, oktupolowa funkcja bazowa 
do Г» a rotacyjna do Гз. Podany sposób oznaczania stanów 
jest wykorzystywany w dalszej części pracy. 

Dla EA,E element macierzowy (322), dla każdego z możliwych 
stanów może mieć wartość różną od zera. Wynika to z tego, 
że reprezentacja E opisująca część kwadrupolową stanu koń- 
cowego 4" występuje w każdym rozkładzie iloczynów Kronec- 
kera (323)-(325). 

Dla przejść В(Е1: 37 + 2+) oraz В(Е1: 2 — 2*) każdy wybór 

stanu początkowego i końcowego może dać niezerowe elementy 

macierzowe (322). 


Metoda otrzymania reguł wyboru przedstawiona jest w rozdziale 5. 
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(b) Drugi element macierzowy przedstawiony w (321) opisany jest 

przez zmienne oktupolowe: 
Walas Byka) + Wosloszhoyża) = 0. (327) 

W tej sytuacji, aby zaleźć przejścia wzbronione dla operatora di- 
polowego w części oktupolowej, trzeba rozważyć dwie reprezenta- 
cje Т i 7. Ponieważ operator składa się z sumy dwóch elemen- 
tów, zatem ta część zeruje się, gdy oba składniki mają wartość 
zero. Jedynymi stanami dla których nie ma przejścia В(Е1) są: 
dla 5 : EAE, 3: А. АА oraz dla 4 : ААА, EAE. Jest 
to związane, tak samo jak dla części kwadrupolowej, z iloczynem 
Kroneckera Т х А» = T> oraz T> х А» = Ту, który nie zawiera 
reprezentacji Г = Ay, do której należy funkcja oktupolowa stanu 
4+, |9, 10]. 
Dla pozostałych wyborów stanów początkowych oktupolowa funk- 
cja bazowa należy do reprezentacji Ту lub 75. W iloczynie Kro- 
neckera z reprezentacjami opisującymi elementy macierzowe (327) 
zawierają one reprezentację A; tylko dla jednego z dwóch elemen- 
tów macierzowych (327). W przypadku, gdy mamy tylko pierwszy 
składnik (327) wówczas jest on niezerowy dla stanu początkowego 
należącego do reprezentacji 71, a gdy mamy tylko drugi element 
macierzowy dotyczy to stanu początkowego należącego do repre- 
zentacji To, |9, 10]: 


TSA EPH. (328) 
Т Ду usq HB, (329) 
ТЕ ЖЛ A 32 gua ЕЛ» (330) 
ТОСТ АЕТ EB. (331) 


Wyniki przedstawione dla części oktupolowej elementów macie- 
rzowych dotyczą każdego wyboru stanu 47. W obu przypadkach 
oktupolowa funkcja bazowa należy do tej samej reprezentacji ska- 
larnej А}. 


Dla przejść В(Е1: 37 + 2%) jest identyczna sytuacja jak dla 
В(Е1: 37 +47), gdy 41: EAE. 

W przypadku przejścia В(Е1: 27 — 2*) przejście wzbronione jest 
dla stanu 2 : FEAE. 


(c) Element macierzowy opisany przez zmienne rotacyjne: 


(ВЫ “(Die (On RR) = 0. (332) 
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Ponieważ każda sprzężona funkcja Wignera Di (0 = 
0, +1 należy do reprezentacji trójwymiarowej T}, zatem nasza ana- 
liza sprowadza się jedynie do następujących iloczynów Kroneckera, 
[9, 10]: 


T x Aí = Т, (333) 

T X A = 7, (334) 

T x E = +7), (335) 
RXT=A+E+T+T, (336) 
RXTR=A+E+T+T. (337) 


Korzystając z (333)-(337) możemu otrzymać następujące przejścia 
wzbronione: 
- dla stanu 47: Ду ДА: 
- В(Е1: 57 47) może mieć wartość równą zero, dla sta- 
nów początkowych: 


Bre АТ, АТТ, EAE, ETT, ЕТТ, (338) 


– В(Е1: 37 — 47) może mieć wartość równą zero, gdy sta- 
nami początkowymi są: 


SINE: ААА, АТ, АТТ, EDT, ЕТТ, (339) 


— podobnie B(E1: 47 + 4") może mieć wartość równą 
zero, dla 4 postaci: 


4 : А»А»А\‚, АЂТ, АТТ, EA JE, ЕТТ, ЕЂТ, 


(340) 
- dla stanu 4+: EAE: 
- В(Е1: 57 47) może mieć wartość równą zero, gdy: 
57: БАЕ, (341) 
- B(E1: 37 — 4*) może mieć wartość równą zero, gdy: 
3 : ArAs4s, (342) 


- В(Е1: 4 — 41) może mieć wartość równą zero w przy- 
padku, gdy: 


4: ААА}, EAE. (343) 
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- dla stanu 47: A414144, EA) E: 
- dla B(E1 : 37 + 2+) jedynym przejściem wzbronionym 
jest przypadek, gdy 37 : А АА. 
— dla B(E1 : 27 — 2*) również mamy tylko jedno przejście 
wzbronione dla 27 : EAE. 


Jak widać, w przypadku, gdy stanem końcowym jest 4*: EAE otrzy- 
mujemy mniej przejść wzbronionych niż dla 47: А, Ау Ау. Zatem więk- 
sza liczba schematów, które mogłyby opisać jądro atomowe mające nie- 
zerowe przejścia międzypasmowe odpowiada wyborowi stanu 4*: ЕА} Е. 


Dla modelu (R) elementy macierzowe ; р wchodzące w skład zredukowa- 


nego prawdopodobieństwa przejść można rozłożyć na następujące sumy 
dla dowolnego и: 
(i) dla w’ = 1: 
(Фаза a (Rr Di (ORR) 
= (Wożloś Т) + (роодо, Vta) | 
x (Q та |02, |13) (344) 
(Q)) А) + (R D (Q) )s| REM |, 


ше 
(ii) dla р = 0: 
(Dya Wys diolWykodożą) (Ат кр ОН, 
= оз Vita) + (фон ТЬ) | 
“бй ФКБ ОШО М у. (345) 


Część rotacyjna będzie zerować В(Е1), gdy wszystkie składowe sumy 
po и będą miały wartość zero. 


Korzystając z iloczynów Kroneckera, |9, 10]: 


A, X Aj = А, (346) 
A, x B, = Ві, (347) 
Ах E = Е, (348) 
Bı x Ву = Ay, (349) 
Ex A, = E, (350) 
Ex B. = Е, (351) 
E x E = Aí + A + Bı + В», (352) 
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oraz z tabel przedstawiających możliwe stany dla modelu (R) widać, 
że każdy z elementów macierzowych może mieć wartość różną od zera. 
Jedynym wyjątkiem jest (Арм 1001..(0)*) а, | RAM. Dla tego elementu 
macierzowego z (348) otrzymujemy, że końcowa funkcja bazowa w części 
rotacyjnej powinna należeć do reprezentacji dwuwymiarowej EF. W na- 
szym przypadku w przejściach międzypasmowych pomiędzy pasmami 
oktupolowymi i kwadrupolowymi mamy w stanie końcowym reprezen- 
tacje jednowymiarowe. Zatem ten element macierzowy będzie miał war- 
tość równą zero. Ponieważ oprócz niego istnieje jeszcze jeden człon, 
który może mieć wartości różne od zera, zatem nie powoduje on zero- 
wania się całości wyrażenia (345). 


Ponieważ każdy ze składników sumy potrzebnej do wyliczenia B(El) 
w części rotacyjnej może mieć wartości różne od zera, zatem nie wystę- 
pują międzypasmowe przejścia wzbronione wynikające z przynależności 
sprzężonych funkcji Wignera do reprezentacji nieprzywiedlnych. 


Oczywiście В(Е1) może uzyskać wartość zero z więcej niż jednej części 
opisującej ruch kolektywny. 


Schematy pasm energetycznych posiadające niezerowe warto- 
ści В(Е1). Korzystając z wcześniejszych rozważań można utworzyć na- 
stępujące modele pasm energetycznych, dla których wartości przejść mogą 
mieć niezerowe wartości zredukowanych prawdopodobieństw przejść między- 
pasmowych B(F1). Cały czas trzeba pamiętać, że są to jedynie schematy, 
które zostały wybrane korzystając tylko z własności algebraicznych stanów. 
Otrzymane wyniki mogą dotyczyć dowolnych funkcji bazowych, pod warun- 
kiem, że należą do odpowiednich reprezentacji grup wewnętrznych O lub 
Duy. 


Dla modelu (Z) z grupą symetryzacji O, mamy dwa zbiory schematów 
pasm energetycznych, podzielonych względem budowy pasma kwadru- 
polowego: 

(i) pierwszy zbiór schematów posiada stany: 


(a) pasmo kwadrupolowe 


4+ К ААА}, 
2+: EAE, (353) 
0+ К ААА, 
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(b) pasmo oktupolowe o nieparzystym momencie pędu: 
Jo, di EDT, EDT, (354) 
(c) pasmo oktupolowe o parzystym momencie pędu: 


2307 АТТ, АТТ, ЕТТ, ЕТТ, 
4: ETT, EDT, (355) 


(ii) drugi zbiór schematów ma postać: 


(a) pasmo kwadrupolowe 


4+: EAE, 
2+: EAE, (356) 
0+ 5 ААА, 


(b) pasmo oktupolowe o nieparzystym momencie pędu: 
5: АТТ, ATT, A211T2, АТТ, 
EDT, ET, EDT, ETT, 


3: АТТ, АТТ, ADT, ТТ, 
ETD, EDD, EDT, ETT, 


(357) 
(c) pasmo oktupolowe o parzystym momencie pędu: 
2+ АТТ, АТТ, ETT, ЕТТ 
47: АТТ, АТТ, АТТ, АТТ, 
ЕТТ, ЕТТ, ЕТТ, ЕТТ». 
(358) 


Dla modelu (R) nie ma wzbronionych przejść międzypasmowych wynika- 
jących z budowy algebraicznej stanów. Schematy pasm energetycznych 
jakie można utworzyć w tym przypadku z następujących stanów: 


(i) pasmo kwadrupolowe: 
47: AAA Ау, В.А В), 


Дагы ААА, В.А Bı, (359) 
0": ААА, 
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(ii) pasmo oktupolowe o nieparzystym momencie pędu: 


5: AEE, ВЕЕ, 
3-: AEE, BEE. (360) 
(361) 


(iii) pasmo oktupolowe o parzystym momencie pędu: 


27: AEE, В.ЕЕ, (362) 
4-: AEE, ВЕЕ. (363) 


6.3.2  Wewnątrzpasmowe przejścia kwadrupolowe 


W tej części przedstawione są wyniki dotyczące wzbronionych wewnątrzpa- 
smowych przejść В(Е2). Dalsze obliczenia dotyczą schematów otrzymanych 
we wcześniejszym podrozdziale, gdzie wartości В(Е1) mogą być niezerowe. 
Oczywiście można te obliczenia rozszerzyć na wszystkie możliwe stany, które 
zostały otrzymane dla dwóch grup symetryzacji O i Du. W naszym przy- 
padku, ze względu na nasz cel, czyli próbę odtworzenia wartości ekspery- 
mentalnych В(Е1) i B(E2) dla 156Gd, rozważanie wszystkich stanów nie jest 
potrzebne. Z danych otrzymanych z [5] i |6] wynika, że interesują nas jedynie 
stany opisujące poszczególne pasma, dla których zredukowane prawdopodo- 
bieństwo przejść międzypasmowych jest różne od zera. 

Podobnie jak dla В(Е1), będą wykorzystane odpowiednie iloczyny Kro- 
neckera, w których występuje nieprzywiedlna reprezentacja, do której należy 
operator Qon, p= 0,=1,=2. 

Ogólna postać elementów macierzowych dla operatora kwadrupolowego 
o. jest następująca: 

(195210) = 
У»—- | Gal д Иа ра РТА) + Орао ИА (фы! ЗИТ) } 
x(R АР (QV | R). (964) 
Analogicznie jak dla przejść międzypasmowych, zostały rozwazone osobno 


trzy części opisujące otrzymane elementy macierzowe w zależności od rodzaju 
zmiennych wewnętrznych. 


W modelu o zmiennych zespolonych (Z) mamy następujący rozkład 
składowych operatora kwadrupolowego na reprezentacje grupy O: 
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(а) dla Озо mamy: 


Qzo = Gzy” + ӘБ", (365) 

(b) dla Q>: 
Qan = Qa! + ORT + Q212 , (366) 

(c) dla OG 
OHC (367) 


W omawianym modelu mamy dwa zbiory schematów wynikające z postaci 
stanu 4*: А, Ду Ау, ЕА Е. Do dalszych obliczeń będą potrzebne następujące 
iloczyny Kroneckera, [2, 9, 10]: 


A, x E = E, (368) 

Ах E = Е, (369) 

Ex E= A+ A, + E, (370) 
Т, x E = Ti + T>, (371) 

T, x E = T) + T>, (372) 

A, x Т» = Т», (373) 

Ti x Т» = Аз + E + T) + 175, (374) 
Т» х Т» = Ау + E + T + Ty. (375) 
(376) 


W ten sposób otrzymujemy: 


rr" A 
Dla elementu macierzowego ра DZY ута) oraz 


- pasma kwadrupolowego o końcowym stanie mającym moment pędu 
47 iloczyn Kroneckera Гу х E zawiera T1. Zatem może on mieć 
niezerowe wartości dla dowolnych reprezentacji Гу, Г, uzyskanych 
dla tego modelu; 

- pasma oktupolowego o nieparzystym momencie pędu i dla sche- 
matów posiadających stan: 

47: ЕА+Е - wartości ich mogą być różne od zera, 

4t: AAA; - nie wszystkie elementy macierzowe mogą mieć 
wartości różne od zera. Dla nich mamy następujące stany po- 
czątkowe zerujące element macierzowy: 


5: АТТ, АЂТ, ADT, ATT, 
3: АТТ, ATT, АТТ, АРТ; 
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- pasma oktupolowego o parzystym momencie pędu i dla sche- 
matów mających stany końcowe: 


47: AAA; - wartości elementów macierzowych mogą być różne 
od zera, 

47: EAJE -z iloczynu Kroneckera wynika, że każdy wybór stanu 
początkowego daje rozkład na reprezentacje zawierający T”. 
Zatem w tym przypadku elementy macierzowe mogą mieć 
wartości różne od zera. 


2 с TEA T š TS IAT» ok JT 
Dla elementów macierzowych (Y,;żs|Q2"Wyża) і (Vus Өз” уаз) 
oraz 


- pasma kwadrupolowego - w każdym przypadku mamy w stanie 
początkowym i końcowym reprezentację Ду, co oznacza, że ele- 
menty macierzowe mają wartość równą zero. Wynika to z repre- 
zentacji otrzymanych z iloczynu Kroneckera, który składa się je- 
dynie z Fi Т; 


- pasm oktupolowych - zarówno gdy część oktupolowa operatora 
(2, należy do reprezentacji E jak i To iloczyn Kroneckera zawiera 
Г». Zatem suma ich może mieć niezerową wartość. 


Dla elementu macierzowego (62м |Dź,(Q)*|Rz$") oraz 


- pasma kwadrupolowego - wartość niezerową można otrzymać w 
przypadku, gdy D? (О)* należy do reprezentacji E. Zatem je- 
dyną możliwością, gdy otrzymujemy zero jest gdy w = +1. Dla 
pozostałych u’ Æ +1 funkcje sprzężone Wignera rozkładają się na 
reprezentację E lub/i 75; 


- pasm oktupolowych - część rotacyjna, dla każdego wyboru sta- 
nów, może dać wartość niezerową. 


Zgodnie ze wzorem (364) przejście wzbronione otrzymamy, gdy wszystkie 
elementy macierzowe dotyczące ruchu wibracyjnego lub rotacyjnego zerują 
się. Oczywiście może być sytuacja, że zarówno obie części jednocześnie będą 
miały wartości zerowe. W naszym przypadku dla grupy wewnętrznej O otrzy- 
maliśmy, że dla pasma kwadrupolowego jedynym wkładem niezerowym do 
zredukowanego prawdopodobieństwa przejścia wewnątrzpasmowego są ele- 
menty macierzowe dla kwadrupolowych funkcji bazowych. Dla pasm oktupo- 
lowych pojawiają się stany dla których elementy macierzowe mogą się zero- 
wać, jednak nie wpływa to na wystąpienie przejść wzbronionych. Zatem część 
wibracyjna, pod względem algebraicznym, nie daje przejść wzbronionych. 
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Część rotacyjna może dać wartości zerowe dla w = +1. Pozostałe skład- 
niki sumy mogą mieć wartości różne od zera. 


Model o rzeczywistych zmiennych (R). Dla przejść wewnątrzpasmo- 
wych otrzymane zostały następujące elementy macierzowe: 


(w'|Qzy eb) = 
Үз бро RADY Wika ve) (R Bo |: (O )* [RE (377) 


Powyższą sumę możemy rozbić na poszczególne człony, wówczas: 
(1) dla u’ = +2 i dowolnego u otrzymujemy: 
A O а) E REM) 
= ает) + ЫР) n 
(ть) | Qos Оаа) + Wal Oziż *IWyża) | 
х1 (ЖМ |(DZs(0)") AIRA) + (BTM (т „(бууш RE) 
HRE (D2 a(R. (378) 


Powyższe wyrażenie w kwadrupolowej części wibracyjnej posiada jeden 
element macierzowy mogący być różny od zera. Dla oktupolowej części 
wibracyjnej dla pasma kwadrupolowego mamy identyczną sytuację jak 
dla zmiennych kwadrupolowych. 


Dla pasm oktupolowych oba elementy macierzowe mogą być różne od 
zera, co wynika z iloczynu Kroneckera jednowymiarowych reprezenta- 
cji Ау i Bı z dwuwymiarowa E, który daje zawsze reprezentację F 
odpowiadający stanowi końcowemu. 

W części rotacyj nej dla pasma kwadrupolowego tylko jeden element ma- 
cierzowy z (А17 М |(Di2(0)*)a,|Rg4"), (А (Do (Q)*) | RE) może 
mieć wartość różną od zera. Dla (Ry ум (рз (О) )ь|В{ М) zawsze 
otrzymamy zero. 


W przypadku pasm oktupolowych każdy z trzech elementów macierzo- 
wych może mieć wartość różną od zera. Zatem element macierzowy 
(378) może być różny od zera z powodu występujących w nim symetrii. 
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(i) 


(iii) 


Dla u’ = +1 i dowolnego и mamy 


r т, asi b 
(Y ра 1а 11074 A ү 1р2 1(9) Ri) 
= (0 Та) (р ООО 
х (RZ (DP, (Q)')a,| М) + (БЫ (D? (95) в) |. 
(379) 


Pomijając część kwadrupolową, która zależy od ortogonalności funkcji 
początkowej i końcowej mamy, że (379) zeruje się dla pasma kwadrupo- 
lowego, w którym oktupolowy stan końcowy należy do Ду (z iloczynu 
Kroneckera mamy B> x А = В» oraz D> x Bı = А). Zatem element 
macierzowy (379) nie daje wkładu do zredukowanego prawdopodobień- 
stwa przejść wewnątrzpasmowych. 


Dla pasm oktupolowych mamy Bə x E = E, więc można otrzymać nie- 
zerowe wartości dla tego elementu macierzowego. Zatem dla nieorto- 
gonalnych kwadrupolowych funkcji bazowych, może mieć on niezerowy 
wkład do wartości В(Е2). 


Dla części rotacyjnej sytuacja jest analogiczna jak dla pasma kwadru- 
polowego. W przypadku pasma kwadrupolowego oba elementy macie- 
rzowe dają zerowe wartości. Dla pasm oktupolowych niezerowy może 
być jedynie element macierzowy (R| (Di (Q)*)a,| RE2). Drugi 
człon (Ry PADA 1(0)*)к| RE) daje zero, ze względu na rozkład ilo- 
czynu Kiondekera dwóch reprezentacji dwuwymiarowych Е dający re- 
prezentacje jednowymiarową. 


Dla w = 0 i dowolnego u otrzymujemy: 


(W a Oai BALIC т “|р 6 (9? JIRE) 
sdla Wa + O А 
рага) + Wald Мы) | 
x S (RM (D(a REM) + (R (DD (Q)')a, RE) |. 
(380) 


Dla elementu macierzowego (380) w części wibracyjnej sytuacja jest 
identyczna jak dla (378). 


W paśmie kwadrupolowym dla części rotacyjnej tylko jeden z elemen- 
tów macierzowych będzie mógł mieć wartość różną od zera. 


128 


W przypadku pasm oktupolowych cała część rotacyjna może mieć war- 
tość niezerową. 


Zatem wyrażenie (380) może dać niezerowy wkład do В(Е2). 


Biorąc sumę (378)-(380) widać, że dla tego modelu nie można otrzymać 
przejść wzbronionych wynikających jedynie z własności algebraicznych funk- 
cji bazowych stanu początkowego i końcowego. 

W dalszej części tego rozdziału będą przedstawione modele, które dość 
dobrze odtwarzają wartości eksperymentalne pochodzące z |5] (°) oraz z [6] 


(): 


1, | I; | B(E2: I > Г) Wu] 1, | I; | B(E1:1, + Г) Wu 
ACE 187(5) * 3 |27| 0.98 x 10-7(21) * 
4 | 27 263(5) ° 3 |4* | 0.77 х 10-3(16) * 
сай 2081 A жи ЕТЕТ u x 
Ea BE? ELLE" 
4 |47| 15 х10-105 ° 


Tablica 10: Wartości eksperymentalne dla Gd. Przedstawione wartości po- 
chodzą z [5] (©) oraz z [6] (°). 


6.4 Schematy przejść E2 i El w modelu kolektywnym o 
zmiennych zespolonych 


W tym podrozdziale przedstawione są wyniki otrzymane dla kolektywnego 
modelu o zmiennych zespolonych, dla którego grupą symetryzacji jest O. 

Model ten był pierwszą próbą opisania danych eksperymentalnych z |5] 
wykorzystując jedynie własności algebraiczne stanów. Wybór deformacji sta- 
tycznych wchodzących w skład funkcji opisujących stany jest identyczny jak 
w modelu opisanym w |70]. Ze względu na miejsce występowania niezero- 
wych deformacji statycznych dog, &22, 055 można wyróżnić dwa modele dla 
których: 


i) w paśmie kwadrupolowym występują oo, &22, a w paśmie oktupolo- 
p p ępują 
wym. дә, 


(ii) w paśmie kwadrupolowym mamy dg, 22, natomiast w paśmie oktu- 
o o o II 
polowym 29, &22, @зә. 
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Dla pierwszego modelu zostały jedynie rozważone dwa pasma: kwadrupolowe 
i oktupolowe o nieparzystym momencie pędu. Trzecie pasmo, oktupolowe o 
parzystym momencie pędu, zostało pominięte ze względu na brak potrzeb- 
nych wartości eksperymentalnych podczas wykonywania obliczeń. Ze względu 
na brak danych dotyczących stanów 27 1 47 nie było można określić, który 
wybór stanów dla tego pasma byłby dobry. 

W celu polepszenia otrzymywanych wyników, tak aby jak najlepiej odtwa- 
rzały dane eksperymentalne [5|, został skonstruowany drugi model o zmien- 
nych zespolonych. W trakcie jego konstrukcji zostały już uwzględnione wy- 
niki eksperymentalne uzyskane dla stanów opisujących pasmo oktupolowe o 
parzystym momencie pędu w jądrze 156Gd, [6]. 

Ze względu na to, że drugi model lepiej odtwarza przejścia elektroma- 
gnetyczne w jądrze 156Gd, konstrukcja trzeciego pasma w pierwszym modelu 
o zmiennych zespolonych została pominięta. Mimo to pierwszy model był 
ważny wskazując drogę rozbudowy pasm. 

Każdy z wymienionych modeli został uzyskany w następujących krokach: 


(1) Korzystając z programów, które napisałam w Mathematice zostały zna- 
lezione postacie funkcji bazowych oraz operatorów kwadrupolowego i 
dipolowego. 


(2) Otrzymałam wszystkie możliwe postacie schematów pasm uwzględnia- 
jące własności algebraiczne stanów, dla których mogą istnieć niezerowe 
wartości B(E1) i B(E2). 


(3) Zostały znalezione parametry opisujące stany oraz wybrane z otrzyma- 
nych schematów te, które odtwarzają dane eksperymentalne. 


(4) Zostały obliczone przejścia międzypasmowe dla wszystkich możliwych 
schematów i wybrane te, które najlepiej odtwarzają wartości В(Е2) 
i B(E1) dla pasma kwadrupolowego i oktupolowego o nieparzystym 
momencie pędu. 


(5) W przypadku drugiego modelu o zmiennych zespolonych obliczyłam 
wartości В(Е1) i В(Е2) dla oktupolowego pasma о parzystym momen- 
cie pędu, a następnie wybrałam z otrzymanych możliwości najbardziej 
zbliżone do wyników eksperymentalnych [6]. 


W dalszej części tego rozdziału przedstawione są szczegółowe opisy skon- 
struowanych modeli. 
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6.4.1 Model z niezerowymi deformacjami statycznymi w paśmie 
kwadrupolowym å, ào і w paśmie oktupolowym ú, 


Następujący wybór niezerowych deformacji statycznych w paśmie kwadru- 
polowym: dag, do і w paśmie oktupolowym å% powoduje, że część funkcji 
automatycznie przynależy do określonej reprezentacji grupy symetryzacji O 
(tabela 7). Ponieważ zakładamy, że stany w części oktupolowej dla pasma 
kwadrupolowego są zerofononowe i jedynymi deformacjami statycznymi są 
боо, 2, Więc oktupolowe funkcje bazowe %/3;(£a3,)) należą do reprezenta- 
cji symetrycznej Г» = А}. 

Dla pasma oktupolowego, funkcje opisujące część kwadrupolową są ze- 
rofononowe i nie posiadają deformacji statycznych, zatem również należą 
do reprezentacji Ду. Część oktupolowa, dla tego pasma, jest jednofononowa 
i posiada statyczną deformację tetraedralną &%,, co nie powoduje żadnych 
ograniczeń nałożonych na reprezentacje do których mogą one należeć. Za- 
tem rozważane w dalszej części stany mają ogólną postać przedstawioną na 
rysunku 11. 


Аз Тү рл=5М 
wib,2 Yvib,3 “Тү , 


А1 T> J=5M 
Wyib,2Wuib,3 ETa 


5- 


E A1 J=4M 
Wdyib,2 Wuib,3 RE 
+ 
Аз Тү RJ=3M 
vib,2 T vib,3 “Ту , 


А1 T2 J=3M 
Vuib,2 Wvib,3 Fr; 


3- 


E Ат J=2M 
+ oib2Yvib,a RE 


A1 Ау J=0M 
Pyib,2 Pyib,3 АТ 


Rysunek 11: Schemat pasm energetycznych cz.l 


Schemat przedstawiony na rysunku 11 posiada wszystkie niezerowe przej- 
ścia międzypasmowe, co wynika z wcześniejszych rozważań dotyczących В(Е1). 
Uwzględniając istnienie dwóch równoważnych reprezentacji Ty w części ro- 
tacyjnej dla J = 5 mamy łącznie 6 możliwych schematów. Do obliczeń po- 
trzebne były następujące parametry: wszystkie deformacje statyczne боо, 092, 
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255, parametry oscylatora r i n3, promień jądra atomowego ro występujący 
we wzorze na В(Е1), B(E2) oraz liczby Аі Z. Parametry te, poza kwadrupo- 
lowymi deformacjami statycznymi, zostały dopasowane przy wykorzystaniu 
specjalnie napisanych programów w Fortranie. Szczegółowy opis poszczegól- 
nych etapów przedstawiony jest w rozdziale 6.1. 

Istotnym parametrem, opisującym wszystkie modele zarówno o zmien- 


nych zespolonych jak i rzeczywistych jest ny = NEE asa, który określa od- 
wrotność szerokości potencjału występującego w zmiennych kwadrupolowych 
А = 2 i oktupolowych À = 3. 

Jak wcześniej zostało wspomniane znalezienie najlepszych schematów do 
opisu 156Gd polegało na zastosowaniu metody najmniejszych kwadratów dla 
różnicy wartości przejść opisanych przez funkcje uzyskane z moich programów 
oraz wartości z [5], przy użyciu powyższych parametrów. Korzystając z [76] 
przyjęto, że deformacje statyczne mają wartości 22 = 1077 i доо = 0,34. Przy 
takich założeniach najlepiej odtwarzającym wyniki eksperymentalne [5] jest 
schemat pasm przedstawiony na rysunku 12. 


Аз Tı RI=5M 


57 vib,2 Yvib,3 Т д 


B(E1)=7,6x107% W.u 


E A1 J=4M 
оьз RE 4 
B(E2)=351,667 W.u 


B(E1)=9,6x10-4 И.и 


B(E2)=267,25 W.u 


Y = А1 Tı J=3M 
3 оњ аФыьзЕт; 


B(E1)=1,7x1073 W.u 


E А1 J=2M 
Or Wuib,3 RE 2+ 


B(E2)=152,623 W.u 


A1 A1 J=0M 
Wuib,2Wuib,3 A, 0+ 


Rysunek 12: Schemat pasm energetycznych cz.2 


Powyższe wyniki są uzyskane dla parametrów: 


n2 = 12,67; 13 = 1,00; 
å, = 0,15; ro = 1,41 fm. (381) 


Mimo, że schemat przedstawiony na rysunku 12 wraz z parametrami, 
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które go opisują jest najlepszym otrzymanym dopasowaniem do wartości 
eksperymentalnych, to niestety żadne wartości przejść między i wewnątrz- 
pasmowych nie zostały dokładnie odtworzone. 

Pojawiło się pytanie jakie wartości В(Е1) i B(E2) otrzymamy biorąc 
te same parametry do innych uzyskanych schematów. Obliczenia zostały zro- 
bione za pomocą napisanych programów symbolicznych, które dawały gotową 
postać analityczną В(Е1) i B(E2) dla dowolnych stanów. Okazało się, że ist- 
nieją również jeszcze dwa schematy pasm oktupolowych, które dość dobrze 
odtwarzają wartości eksperymentalne. 

Pierwszym z nich jest model dla którego stany 57 1 37 mają odpowiednio 
postać: жр ОЙЫ 1 ФА, Ra ‚ W tym przypadku przejścia wewnątrz 
pasma oktupolowego i międzypasmowe mają wartości: 


B(E2: 57 — 37) = 235,97 Wu, 
В(Е1: 37 + 4+) = 0,96 x 1078 Wu, 
В(Е1: 37 + 2+) = 0,53 x 1078 Wu, 
В(Е1: 57 4 4+) = 0,38 x 10-3 Ии. (382) 


Jak widać przejście B( E2) ma wartość zbliżoną do uzyskanej dla wcześniej- 
szego schematu. Jedynie В(Е1: 37 + 2+) różni się o jeden rząd wielkości. 

Dla kolejnego schematu wartość В(Е2) w paśmie oktupolowym jest około 
dwukrotnie mniejsza niż dla dwóch poprzednich przypadków. Schemat ten 
składa się ze stanów: 57: pA, AIZ oraz 3 : р, е , dla których 
wartości przejść wynoszą: 


B(E2: 57 + 37) = 168,55 W.u, 
В(Е1: 37 + 4*) = 0,96 x 1078 W.u, 
В(Е1: 37 + 2+) = 0,53 x 1078 Wu, 
В(Е1: 57 — 4+) = 0,76 x 10-3 Wu. (383) 


W otrzymanych powyżej schematach kwadrupolowe funkcje bazowe opi- 
sujące stany pasma oktupolowego oraz stan 01 powstały z rzutowania funkcji 
zerofononowej ug(a29 — д0) чо(аә2 — дог) na reprezentację Ау. Dla stanów 
4t, 2+ pochodzą one z rzutu wyjściowej funkcji jednofononowej uo(a29 — 
0) U4 (Q22 = боз). 

Otrzymane parametry z metody majmniejszych kwadratów różnią się od 
standardowych wartości: promień jądrowy ro = 1,4fm jest większy od jego 
typowej wartości ry = 1,2 fm, poza tym wartość 73 = 1 określa dużą szerokość 
potencjału oktupolowego. 
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6.4.2 Model z niezerowymi deformacjami statycznymi w paśmie 
kwadrupolowym dg, 022 і w paśmie oktupolowym dg, 22, 055 


Model ten, w porównaniu z poprzednim, dopuszcza dodatkowo istnienie de- 
formacji доо, &22 w paśmie oktupolowym. Oznacza to, że reprezentacja dla 
funkcji di (ооо, Ооз) jest dowolna, a zatem liczba możliwych schematów, 
które mogą być brane pod uwagę jest większa. Schematy, które posiadają 
niezerowe wartości przejść między i wewnątrzpasmowych zostały przedsta- 
wione we wcześniejszym podrozdziale. 

Podobnie jak wcześniej, również w tym przypadku zostały wybrane funk- 
cje oraz parametry dla których można najlepiej odtworzyć wyniki ekspery- 
mentalne. Schemat postępowania był taki sam jak dla poprzedniego modelu. 
Korzystając z otrzymanych parametrów istnieją trzy różne pasma oktupo- 
lowe mające stany 57, 37, które mogą posłużyć do opisu Gd: 


Т. T: 
(i ) 5 а еу оз ЁТ і л ЖУ в ЕМ ) 
Т. "a A T: 
(i i) 5 a ›ъз ЕМ і 1 3: Ошо озү И 
SE Sza uA T Т JM 
(iii) 5: ПЖ „ъз ЁТ і л : ФБ vios Т, 


Dla każdego ze stanów część kwadrupolowa opisana jest przez zerofononową 
funkcję bazową. Dla otrzymanych możliwości opisu drugiego pasma widać, że 
zarówno w części oktupolowej jak i rotacyjnej wektory bazowe należą tylko 
do jednej reprezentacji trójwymiarowej T}. Dla stanu 5 mimo, że mamy do 
wyboru dwie równoważne reprezentacje Ту w części rotacyjnej tylko jedna z 
nich występuje i jest to Тул. 

Dla reprezentacji opisującej część oktupolową wzbudzenie pojawia się 
przy zmiennych озо oraz parami przy озү, O5ə і 2031, 033. Każde z trzech 
miejsc występowania wzbudzenia odpowiada dokładnie jednej funkcji bazo- 
wej dla reprezentacji Ty. Jak widać nie ma wzbudzenia przy zmiennej os, 
oraz 05. Dla reprezentacji T> zamiast funkcji jednofononowej zależnej od 
азо pojawia się wzbudzenie przy ол». Analogicznie jak dla Т pozostałe dwa 
wektory bazowe opisujące niezmienniczą podprzestrzeń określoną przez T> 
posiadają funkcje jednofononowe w zmiennych озү, oss Oraz аз, азз. 

Ze względu na to, że część oktupolowa funkcji jest jednofononowa, więc 
funkcje zależne od zmiennych kwadrupolowych азо, 22 Muszą być funk- 
cjami zerofononowymi oscylatora harmonicznego, [79], zatem mogą jedynie 
pochodzić z funkcji uo(n2, бор — боо) ио(м/270, боо — &оо) zrzutowanej na re- 
prezentacje grupy O. 

Ogólny wzór na funkcje oscylatora harmonicznego został również przed- 
stawiony w opisie funkcji (251) oraz w dodatkach B i C. 
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Otrzymane pasmo kwadrupolowe opisane jest przez następujące stany: 
E? A 

4+: Wo c RE › 
+. ФЕ „A RJM 

2 ШУ ъз PE n 


01: qala a (384) 


W przypadku tego pasma opis stanów przez reprezentacje jest identyczny jak 
dla modelu przedstawionego wcześniej. W paśmie kwadrupolowym jedynym 
stanem, w którym nie ma wzbudzeń jest stan podstawowy 0%, który pochodzi 
z rzutu funkcji uo(n2, ооо — Qoo)uo( V 29a, ооо — доз). Pozostałe stany 2+ i 4+ 
pochodzą z funkcji ug(na, боо — å&20)u1 (V 29a, а22 — доз). 

Każdy z trzech możliwych opisów pasm został uzyskany dla następujących 
parametrów: 


Na = 12,67; тз = 11,60; 
боз = 107°; oo = 0,34; 


Âz = 0,15; ro = 1,41 fm. (385) 


Oprócz kwadrupolowych deformacji statycznych &20, 22 pozostałe zostały 
znalezione metodą najmniejszych kwadratów. 

Porównując wcześniejszy model nie posiadający kwadrupolowych defor- 
macji statycznych w paśmie oktupolowym z obecnym otrzymujemy, że do- 
datkowe niezerowe deformacje dają więcej możliwości opisu pasma oktupo- 
lowego. Otrzymane dla nich wartości В(Е1) i B(E2) przedstawione są na 
rysunkach 13-15 jako schematy (1), (2) oraz (3). 

Korzystając z metody najmniejszych kwadratów zostały policzone różnice 
wartości eksperymentalnych oraz teoretycznych В(Е1) i В(Е2) uzyskanych 
dla dwóch pierwszych pasm. Okazuje się, że najmniejszą wartość X? uzyskuje 
się dla schematów, w których stany kwadrupolowe J=3 i J = 57 należą 
do różnych reprezentacji grupy symetryzacji (schemat 2. i 3.). Gorszy wynik 
otrzymuje się dla schematu, gdzie zarówno stan 3 i 57, w części kwadru- 
polowej, opisany jest przez tę samą reprezentację dwuwymiarową E (shemat 
(1)). 

Dla dwóch pierwszych pasm otrzymane przejścia międzypasmowe są w 
większości o jeden rząd większe niż wartości eksperymentalne. Dla В(Е1: 37 — 
2+) w schemacie (2) mamy różnice dwóch rzędów. 

Do wybranych trzech schematów zostały dołączone również dwa dodat- 
kowe stany 2, 4, które tworzą drugie oktupolowe pasmo o parzystości 
ujemnej. Zakładamy, że stany go opisujące mają takie same parametry jak w 
paśmie oktupolowym z nieparzystym momentem pędu. Zgodnie z ideą grupy 


135 


= E Tı J=5M 
5 Wiwa ъз PTa 
В(Е1)=3,9х10-3 И.и 
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4+ 
B(E2)=176,359 М.и 


В(Е1)=4,9х10-8 W.u 


B(E2)=267,25 W.u 


re E Tı J=3M 
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Е А1 J=2M 
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A1 А1 J=0M 
Wyb, Poib s YW 0+ 


Rysunek 13: Schemat (1) pasm energetycznych 


symetryzacji istnieją jedynie następujące funkcje o parzystości ujemnej po- 
siadające moment pędu J = 2,4, dla których przejścia między i wewnątrz- 
pasmowe mają wartość różną od zera: 


4: АТТ, АТТ, АТТ, ATT, 
EGD, EDT, EDT, EDT, 
2-: АТТ, ALT, ELT, ЕТТ). (386) 


Korzystając z napisanego programu zostały policzone wszystkie możliwe 
wartości В(Е2: 47 + 2 ) uzyskane dla stanów (386). Dla parametrów ne, 23, 
боо, (22, Өзә uzyskanych w omawianym modelu okazało się, że istnieje jedy- 
nie 8 schematów opisujących drugie pasmo oktupolowe, dla których wartość 
В(Е2: 47 27) jest duża, tabela 11. Niestety porównując otrzymane wy- 
niki z danymi eksperymentalnymi okazuje się, że są one jeszcze kilkukrotnie 
mniejsze od przedstawionych w [6]. 

Dla pozostałych stanów 27, 47, nie umieszczonych w tabeli 11, przejścia 
В(Е2) mają wartości nie przekraczające 5 М.и. Widać zatem, że model ten 
nie może odtworzyć wartości В(Е2) w obrębie trzeciego pasma. 

Dodatkowo zostały również obliczone wartości В(Е1: 4 — 47) i 
В(Е1: 2 +27). Wyniki otrzymane dla parametrów (385) opisujących nie- 
zerowe wartości В(Е1) przedstawione są w tabelach 12 i 13. Dla przejść mię- 


136 


Е E „Ti pJ=5M 
5 vib,2 viba Ry, 


B(E1)=3,9x1073 W.u 


E A1 J=4M 
vib,2 vib 3 RE 4+ 


B(E2)=342,822 W.u 
B(E1)=9,8x1073% W.u 


B(E2)=267,25 W.u 


Е А1 Tı J=3M 
3 Wyb, 2 Wuib,3 Т®т, 
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E A1 J=2M 
Wyb, 2Pvib,3 RE 27 


B(E2)=152,623 W.u 


pasabas Ra 0t 
Rysunek 14: Schemat (2) pasm energetycznych 


dzypasmowych obliczona wartość В(Е1: 47 + 47) jest w większości przy- 
padków o jeden rząd większa niż wartość eksperymentalna, dla 

В(Е1: 27 + 2") otrzymaliśmy co najmniej dwa rzędy większe wartości od 
przedstawionych w [6]. 

W przypadku pasma kwadrupolowego i oktupolowego o nieparzystym mo- 
mencie pędu udało się dość dobrze odtworzyć wyniki eksperymentalne [5]. 
Uzyskane parametry są zgodne z wielkościami obliczonymi mikroskopowo w 
[80|. Jedynym wyjątkiem jest promień jądrowy rę występujący we wzorze 
na zredukowane prawdopodobieństwa przejść. Promień ten również był wiel- 
kością, która była dopasowywana w metodzie najmniejszych kwadratów jak 
pozostałe parametry. W przypadku, gdy chcielibyśmy zachować wartości po- 
zostałych parametrów, a przyjąć wartość то = 1,2fm, wówczas okazuje się, 
że wartości zredukowanych przejść В(Е2: 47 + 27) są prawie dwukrotnie 
mniejsze. 


6.5 Schematy przejść kwadrupolowych i dipolowych w 
modelu kolektywnym o zmiennych rzeczywistych 


W tej części pracy przedstawione są wyniki otrzymane dla kolektywnego mo- 
delu o zmiennych rzeczywistych, dla którego grupą symetryzacji jest Duy. 
Uzyskane schematy, podobnie jak w modelu o zmiennych zespolonych, kon- 


137 


= А1 Ty J=5M 
5 Wuib,2 зз ТТ 
В(Е1)=7,8х10—3 М.и 


Е A, рЈ=4М 
wib,2 vib s Rp 


4+ 


B(E2)=342,822 М.и 
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= E Ту J=3M 
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Rysunek 15: Schemat (3) pasm energetycznych 


struowane były w kilku etapach. W odróżnieniu od wcześniejszego modelu 
każdy z nich opierał się na moich programach napisanych w języku sym- 
bolicznym Mathematica. Pierwszym etapem było znalezienie postaci dwóch 
pasm: kwadrupolowego o stanach 07, 21, 47 i oktupolowego o nieparzystych 
momentach pędu zbudowanego ze stanów 37, 5. Parametry opisujące stany 
zostały znalezione za pomocą metody najmniejszych kwadratów zastosowa- 
nej do przejść В(Е2: 4+ + 2"), В(Е2: 2? + 0*) oraz B(E2:5 — 37) 
z wykorzystaniem danych eksperymentalnych [5]. Wśród znalezionych para- 
metrów są deformacje statyczne oktupolowe дзо, A3,, ©зә, ©зз Oraz No, 13 
opisujące odpowiednio odwrotność szerokości potencjału dla części kwadru- 
polowej i oktupolowej. Deformacje oktupolowe były szukane w przedziale od 
0,05 do 0,15, a т, n3 pomiędzy 0,01 a 20. Przedział dla deformacji oktupolo- 
wych związany jest z wcześniejszymi obliczeniami dla 156Gd, podczas których 
zostały znalezione minima potencjału dla stanów oktupolowych [80|. Ponie- 
waż podczas procedury minimalizacji może pojawić się problem ze znalezie- 
niem minimum globalnego, wynikającego ze skomplikowanej budowy funkcji, 
minimalizacja dla no, n3 jest robiona etapami w mniejszych przedziałach 
[0,01; 5], [5; 10], [10; 15], [15; 20]. Dodatkowo, obliczenia robione są przy zało- 
żeniu, że deformacje dla części kwadrupolowej, zgodnie z danymi z [76], wyno- 
szą боо = 0,34, доо = 1075, gdzie wartość dla д = 107° przyjmowana jest 
za małą, ale nie równą zero. W ten sposób oprócz deformacji ooo opisującej 
symetrię osiową w zmiennych kwadrupolwych, istnieje dodatkowo deforma- 
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stan 47 | stan 2 | B(E2: 4 —2 ) 
W.u 


АТТ | ЕТТ, 314,258 
АТ | EDT, 134,68 
ETT ЕТТ» 157,127 
ЕТТ» ЕТТ 65,1525 
EDD | АЂТ, 314,253 
EDT ЕТТ, 157,127 
ЕТТ | АТТ, 134,68 
ЕТТ, ЕТТ, 69,5637 


Tablica 11: Tabela uzyskanych wartości В(Е2: 4 2) И.и. 


stan 4 | stan 4+ ka “ 
ATT EAE 0,01927 
АТ, 0,00459 
ЕТТ! 0,00963 
ЕТТ, 0,00413 
EDT 0,00536 
ЕТТ 0,00229 


Tablica 12: Tabela uzyskanych wartości В(Е1: 47 +47) W.u. 


cja nieosiowa 422. Oprócz podanych parametrów, w trakcie obliczeń, zostały 
znalezione również współczynniki stojące przy funkcjach bazowych wchodzą- 
cych w skład każdego stanu. Uwzględniając wszystkie założenia otrzymuje 
się łącznie 16 możliwych kombinacji stanów dla dwóch pierwszych pasm. Na- 
stępnie wśród wszystkich uzyskanych schematów wybierane są te kombinacje, 
dla których odtwarzane są przejścia В(Е1). 

W drugim etapie została otrzymana postać trzeciego pasma, pasma oktu- 
polowego o parzystym momencie pędu ze stanami 2 1 4-. Podobnie jak 
wcześniej używana jest metoda najmniejszych kwadratów dla zredukowanego 
momentu przejścia В(Е2: 47 — 27). W próbie odtworzenia trzeciego pasma 
zostały rozważone dwie możliwości: 


(i) parametry opisujące stany dla trzeciego pasma są identyczne jak dla 
pierwszych dwóch pasm, 
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stan 2 | stan 27 ko Ka 
АТ, EAE 0,01529 
ETT 0,01376 
ЕТТ, 0,00229 


Tablica 13: Tabela uzyskanych wartości В(Е1: 27 — 2+) W.u. 


(ii) parametry opisujące stany trzeciego 


pasma są niezależne. 


6.5.1 Model o parametrach dopasowanych tylko do pierwszych 


dwóch pasm 


W tym modelu istnieje 16 schematów opis 


ujących dwa pierwsze pasma ener- 


getyczne. W każdym z otrzymanych schematów zostało obliczone zreduko- 
wane prawdopodobieństwo znanego eksperymentalnie przejścia B(E2:4 + 


2”) poziomów należących do trzeciego pas 
nych schematów, które pozwalają otrzyma 
rymentu przedstawione są poniżej: 


(i) Schemat 1: 


ck. Ау „(+541 pJM 
0°: ьо vib3 Ra > 
Fi Ау „(+3541 pJM 
2°: ьо vib3 Ra > 
+. Аз „,СЕ);Аз pJM 
4 : Wyka vib3 Rx, И 


Dla tak wybranych stanów mamy 


ma. Stany należące do poszukiwa- 
ć najlepsze dopasowanie do ekspe- 


—. Bı „(—);Е pJM 
3 : Vibo vib3 Rg , 
—. Bı „(—);Е pJM 
5 : во vib3 Rg Ë 


(387) 


następujące wartości parametrów 


wyznaczonych metodą najmniejszych kwadratów: 


Na = 0,995, nz = 12,820, 
&зо = 0,109, 43; = 0,082, 
dł, = 0,131, 64 = 0,110. (388) 
Wartości przejść В(Е2) oraz B(E1) są następujące: 
B(E2: 4+ + 2+) = 263W.u, 
B(E2: 2+ > 0+) = 187W.u, 
B(E2: 5- > 3-) = 293W.u, (389) 
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oraz 


B(E1: 57 4 4*) = 1,188 x 10-3W.u, 
B(E1: 37 + 4%) = 0,129 х 10$Wuu, 
B(E1: 37 + 2*) = 1,097 x 10-3W.u. 


(390) 


Jak widać udało się znaleźć parametry, które dokładnie odtwarzają 
przejścia В(Е2) dla dwóch pierwszych pasm oraz dają dość dobre war- 


tości B(E1). 


(ii) Schemat 2: 


0+ : 
2+.: 
4+ ; 


W tym przypadku uzyskujemy następujące parametry: 


Аз (+); zt, Bı 
ШЖ vib3 R, , 3: ФВ, і 

Аз „(А1 = А1 
Ошо vib3 KĘ , 5: RCA 


А1 (+) ); А1 
во vib3 RY , 


т = 1,100, тв = 12,461, 
зо = 0,094, å}; = 0,093, 
Ag = 0,131, & = 0,106, 


dla których B(E2) oraz B(E1) wynoszą: 


oraz 


B(E2: 4+ + 2+) = 262.999W.u, 
B(E2: 2+ + 0+) = 187,000W.u, 
B(E2: 57 + 37) = 293,000W.u, 


В(Е1: 5- + 4+) = 0,219 x 10-3W.u, 
B(E1: 3- — 4+) = 0,299 x 10-3W.u, 
B(E1:3 — 2+) = 1,787 x 10 3W.u. 


(391) 


(392) 


(393) 


(394) 


Dlatego schematu również wartość przejść międzypasmowych są bliskie war- 
tościom otrzymanym w eksperymencie. 


Dla schematu 2. istnieją dwie możliwości opisu trzeciego pasma: 


(a) pierwsza zawiera następujące stany: 


= Е 
2: ФВ уб) Пү“ 
= E 
4 : ФАС) Rg” 
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(395) 


dla których wartości В(Е2) i В(Е1) wynoszą: 


B(E2: 47 — 27) = 724,000W.u, 
В(Е1: 2 — 2+) = 0,687 x 10 2W.u, 
B(E1: 4 —> 4+) = 0,515 x 10 4W.u; 


(b) w drugiej trzecie pasmo opisane jest przez stany: 
= A —);Е 
2: G pus В, 
= B —);Е 
4 : аъ x. Вүм, 
dla których mamy: 


B(E2: 47 + 27) = 724,000W.u, 
B(E1: 27 + 2+) = 0,240 x 10-1W.u, 
В(Е1: 47 — 4+) = 0,722 х 10-3W.u. 


(396) 


(397) 


(398) 


Niestety żadne z otrzymanych pasm o parzystym momencie pędu nie daje 
wartości В(Е1) zgodnych z wartościami eksperymentalnymi. Głównie doty- 
czy to przejścia В(Е1: 27 — 27), którego rząd jest co najmniej dwukrot- 
nie większy niż otrzymany w eksperymencie. Wyliczone wartości przejścia 
В(Е1: 4 +47?) są bardziej zbliżone do eksperymentalnych jednak również 
tutaj nie ma zgodności co do rzędu. Jak widać udało się dobrze odtworzyć 
przejście В(Е2) zachowując te same parametry jakie zostały otrzymane dla 


pierwszych dwóch pasm. 


Dla schematu 1. mamy również dwie możliwości wyboru trzeciego pasma, 


które odtwarzają wartość В(Е2: 47 + 27) = 724W.u: 
(a) pierwsza możliwość obejmuje stany: 
= —);Е 
2 : Wi RE”, 
z A —);Е 
4 : AI Rg”, 
gdzie wartości В(Е1) są następujące: 


B(E2: 47 + 27) = 723,999W.u, 
B(E1: 27 + 2+) = 0,327 x 10-3W.u, 
B(E1: 47 — 4*) = 0,946 x 1074W.u; 
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(399) 


(400) 


(b) w drugim przypadku rozważane są stany postaci: 
= E 
2: CZW Rg” 
= E 
4: Usa R (401) 
dla których otrzymujemy: 


B(E2: 4- + 27) = 724,000W.u, 
B(E1: 27 + 2+) = 0,229 x 10-1W.u, 
В(Е1: 4- — 4+) = 0,148 х 10-3W.u. (402) 


Z przedstawionych możliwości pasmo postaci (399) najlepiej odtwarza war- 
tości eksperymentalne В(Е1). W drugim wyborze trzeciego pasma również 
pojawia się problem z odtworzeniem wartości przejścia В(Е1: 27 — 27), 
które jest o trzy rzędy za duże od wartości eksperymentalnej. Otrzymane 
wartości B(E1: 47 + 47) są podobnie jak dla schematu 2. do dwóch rzędów 
większe od eksperymentalnych. 

W podanych powyżej przykładach wartość n» wynosi około 1. W porów- 
naniu z wartościami otrzymanymi dla тз > 12, są one małe. Oznacza to,że 
jądro FÓGd byłoby „miększe” w kierunku drgań kwadrupolowych niż oktu- 
polowych, co wydaje się być niefizyczne. Rachunki mikroskopowe sugerują 
72 i тз w pobliżu 10, co daje kilka razy mniejsze wartości В(Е2: 4 — 27) 
w porównaniu z eksperymentem. 

Tę sytuację opisuje przedstawiony poniżej schemat 3., dla którego otrzy- 
mano trzy zbiory parametrów odtwarzające dość dobrze wartości ekspery- 
mentalne dla dwóch pierwszych pasm. W każdym z tych przypadków istnieją 
cztery różne struktury stanów dla pasma trzeciego. 

Stany dla schematu 3. opisane są przez następujące funkcje: 


sk A +);А =; А 

07: Piira A Raf" 3: WRA Т TR 

Ë +);А 24 

ЖЕ НЕ, 57: фаре Ry 

À A +);A 

А: фы е Ra (403) 


dla których przejścia wewnątrzpasmowe mają wartości zgodne z eksperymen- 
talnymi: 

B(E2: 4+ + 27) = 263W.u, 

В(Е2: 2+ — 0t) = 187W.u, 

B(E2:5 => 37) = 293W.u. (404) 


W tym przypadku mamy kilka możliwych zbiorów parametrów: 
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(1) pierwszy zbiór wybranych parametrów: 


то = 10,641 тз = 13,103, 
зо = 0.111 ёз: = 0,099, 
Aga = 0,108 ss = 0,110, (405) 


dla których otrzymujemy następujące wartości В(Е1), które są zbliżone 
otrzymanych w eksperymencie: 


B(E1: 57 4 4+) = 0,146 x 10-3W.u, 
B(E1: 37 + 4+) = 0,212 x 10-3W.u, 
B(E1: 37 + 2*) = 0,262 х 10-4W.u. (406) 


Jak było wspomniane wcześniej istnieją cztery możliwości zbudowania 
trzeciego pasma dla parametrów (405): 


(a) jeżeli stany dla pasma o parzystym momencie pędu są następujące: 
_. Ai „CE 
2 : Wibo vib3 R“, 
= –);Е 
4: фла, 2 RẸ“, (407) 


to odpowiadającymi wartościami zredukowanych prawdopodobieństw 


przejść В(Е2), В(Е1) są: 


B(E2:4 +2) = 76,179W.u, 
B(E1:4 +4") = 0,104 х 10 31W.u, 
B(E1: 2 — 2+) = 0,216 x 10-19W.u. (408) 
Otrzymana wartość В(Е2) jest około 9 razy mniejsza od warto- 
ści eksperymantalnej, a otrzymana wartość В(Е1: 47 — 4%) jest 
o dwa rzędy większa. Natomiast В(Е1: 27 — 27) mieści się w 
przedziale niepewności otrzymanym w eksperymencie; 


(b) jeżeli stany pasma trzeciego mają postać: 


= B —);Е 

20: Wibo m RẸ“, 

И —);Е 

Ж е F RẸ, (409) 


to otrzymane В(Е2), B(E1) mają następujące wartości: 


B(E2: 47 4 27) = 141,308W.u, 
B(E1: 47 + 4%) = 0,686 x 10-3W.u, 
B(E1: 27 + 2+) = 0,160 x 1072. (410) 
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W tym przypadku wartość В(Е2) jest około 5 razy mniejsza niż 
otrzymana w eksperymencie. Dla B(E1: 4 > 47) i B(E1: 25 + 
2+) mamy wartości o dwa rzędy większe; 


(c) wybierając stany pasma trzeciego w postaci: 


2 A —);Е 

20: Wibo ы R“, 

m —);Е 

4: ТЕЕ e RẸ“ (411) 


otrzymujemu następujące wartości B(E2) i B(E1): 


B(E2: 47 + 27) = 141,308W.u, 
B(E1: 47 +4*) = 0,169 x 10-ŚWuu, 
B(E1: 27 + 2*) = 0,640 x 107ŚW.u. (412) 


Dla В(Е2) mamy sytuację identyczną jak poprzednia. W przy- 
padku B(Fl) zostały otrzymane bardzo małe wartości i jedynie 
В(Е1: 27 +27) mieści się w przedziale niepewności otrzymanym 
w eksperymencie; 


(d) podobnie wybierając stany pasma trzeciego jako: 


z —);Е 

2: to Aa R“, 

z —);Е 

4: dna o Ву“ (413) 


wartościami В(Е2) i В(Е1) są: 
B(E2: 47 + 27) = 89,468W.u, 
B(E1: 47 > 4*) = 0,398 x 10-9W.u, 
B(E1: 27 + 2*) = 0,246 х 10-3W.u. (414) 
Wartość В(Е2) jest około 8 razy mniejsza, zaś dla B(F1) otrzy- 


mujemy różnicę w wielkości rzędów względem wartości ekspery- 
mentalnej; 


(ii) drugim zbiorem otrzymanych parametrów jest: 


т = 9,902 тз = 13,792, 
Озо = 0,106 азі = 0,099, 
39 = 0,090 бзз = 0,125. (415) 
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Dla powyższych wartości otrzymujemy zgodność co do rzędu z warto- 
ściami eksperymentalnymi: 


B(E1: 57 4 4+) = 0,168 х 10-3W.u, 
B(E1: 37 + 4+) = 0,103 x 10-3W.u, 
B(E1: 37 + 2+) = 0,165 х 10-3W.u. (416) 


Dla parametrów (415) trzecie pasmo może mieć budowę odpowiadającą 
jednej z możliwości: 


(a) stany pasma o parzystym momencie pędu: 


_. Аз J, ):E DJM 
2: во vib3 Ер , 


m —);Е 
4: (hala F RẸ”. (417) 


Wartości zredukowanych prawdopodobieństw przejść В(Е2) і В(Е1) 
są następujące: 


B(E2: 47 + 27) = 75,671W.u, 
B(E1: 47 — 4%) = 0,776 x 1077Wuu, 
B(E1: 27 — 2+) = 0,113 х 10-3. (418) 


W tym przypadku B(E2) jest około 9 razy mniejsza od warto- 
ści eksperymentalnej. Dla otrzymanych przejść międzypasmowych 
mamy dla В(Е1: 47 + 4") o 2 rzędy wartość mniejszą, a dla 
В(Е1: 2 +27) o rząd większą od otrzymanej w eksperymencie; 


(b) gdy stany pasma trzeciego mają postać: 


_. Bı „(—);Е pJM 
2 2 ә vib3 Rg , 


4С: Vib RE", (419) 
wówczas wartości В(Е2) i B(E1) wynoszą: 
B(E2: 4- > 27) = 141,308W.u, 
B(E1: 47 > 4*) = 0,610 х 10-7W.u, 
B(E1: 27 + 2+) = 0,960 x 1077W.u. (420) 
Wartość B(E2) jest około 5 razy mniejsza, a В(Е1: 47 + 4%) 


jest o dwa rzędy mniejsza od eksperymentalnej. Jedynie wartość 
В(Е1: 27 +27) mieści się przedziale niepewności; 
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(c) dla stanów: 


= —);Е 

27: фе > RẸ”, 

z —);Е 

4: р a RE“. (421) 


B(E2) i В(Е1) mają następujące wartości: 
B(E2:4 +2) =141,308W.u, 
В(Е1: 4 +4") = 0,756 x 10 ?Wzu, 
B(E1: 27 + 2*) = 0,242 x 10-8W.u. (422) 
Wartość В( ЕЗ2) jest w przybliżeniu 5 razy mniejsza, а В(Е1: 4 — 
4+) jest o cztery rzędy mniejsza od eksperymentalnej. Wartość 
В(Е1: 2 +27) mieści się przedziale niepewności; 


(d) gdy rozważamy stany: 


= —);Е 

2: фа, a RẸ“, 

= —);Е 

4: в F RẸ“, (423) 


wówczas wartości dla В(Е2) oraz B(E1) wynoszą: 
B(E2: 4 — 2X7) = 87,769W.u, 
В(Е1: 47 +4") = 0,154 x 10-и, 
B(E1: 27 — 2+) = 0,152 x 10 3W.u. (424) 
W tym przypadku B(E2) jest około 8 razy mniejsza, zaś В(Е1) 
różnią się o jeden rząd od wartości eksperymentalnej; 
(iii) trzeci zbiór parametrów opisujących pierwsze pasma ma postać: 
Na = 10,655 тз = 6,932, 
&30 = —0,034 азі = —0,068, 
39 = —0,415 33 == — 0,080. (425) 
Dla paramatrów (425) mamy następujące zredukowane prawdopodo- 
bieństwa przejść dipolowych: 
B(E1: 5 — 4+) = 0,326 х 10 3W.u, 
В(Е1: 3 +4") = 0,380 x 10 $W.u, 
B(E1:3 + 2*) = 0,666 x 10 3W.u. (426) 
Przedstawione powyżej wartości В(Е1) zgadzają się co do rzędu z war- 
tościami eksperymentalnymi. 


Również dla ostatniego zbioru parametrów (425) oktupolowe pasmo o 
parzystym momencie pędu można zbudować na cztery sposoby: 
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(a) dla stanów postaci: 


— A -);Е 

20: Wibo s R, 

e —);Е 

4: фаз, a М (427) 


wartości zredukowanych prawdopodobieństw przejść В(Е2) і B(E1) 
wynoszą: 
B(E2: 47 + 27) = 77,828W.u, 

B(E1: 47 > 4*) = 0,146 x 10-9W.u, 

B(E1: 27 + 2+) = 0,250 х 10-9W.u. (428) 
Jedynie wartość В(Е1: 27 + 2*) mieści się przedziale niepewno- 
ści otrzymanym w eksperymencie. Pozostałe wartości są za małe: 
В(Е1: 47 — 47) o cztery rzędy, a В(Е2: 47 — 27) о 9 razy; 

(b) gdy stany mają postać: 


= —);Е 

2: Ше a: RẸ”, 

= —);Е 

£: dż RẸ“, (429) 


wówczas wartościami В(Е2) i B(E1) są: 


B(E2: 47 2 ) = 141,308W.u, 
В(Е1: 47 — 41) = 0,197 x 10 ?Wu, 
В(Е1: 27 + 2+) = 0,457 x 10 ?W.u. (430) 
Wartość В(Е2) jest о 5 razy, zaś В(Е1: 47 — 471) o cztery rzędy 
miejsza od wartości eksperymentalnej. W rozważanym przypadku 
wartość B(E1: 27 — 27) mieści się w przedziale niepewności; 


(c) przyjmując stany w postaci: 


= A —);Е 

2: Wda a: RJ“, 

= —);Е 

4: л 2 Ву“ (431) 


otrzymujemy następujące wartości В(Е2) oraz В(Е1): 


B(E2: 47 + 27) = 141,308W.u, 
B(E1: 47 + 4%) = 0,120 x 10-9W.u, 
B(E1: 27 — 2+) = 0,136 x 107ŚWzu. (432) 


Mamy identyczną sytuację jak dla powyższego wyboru stanów dla 
trzeciego pasma; 
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(d) dla stanów: 


e —);Е 
2: 0515 к RẸ”, 
= —);Е 
4 : ОБЬ F М (433) 


wartości В(Е2), B(E1) wynoszą: 


B(E2: 47 + 27) =91,235W.u, 
B(E1: 47 + 4%) = 0,754 x 1070Wuu, 
B(E1: 27 + 2+) = 0,213 х 10-и. (434) 


Otrzymana wartość В(Е1: 27 + 2") zawiera się w przedziale nie- 
pewności. Pozostałe wartości są za małe: odpowiednio В(Е2: 47 — 
27) i B(E1: 47 — 4t) o około 8 razy i o pięć rzędów. 


W schemacie 3., mimo, że wartości ņ i Ts są zbliżone, to nie udało się 
odtworzyć przejść między i wewnątrzpasmowych dla pasma trzeciego. 


Analiza otrzymanych wyników dla omawianego wyżej modelu. W 
tej części przedstawiona jest analiza opisanych wcześniej schematów. Oparta 
jest ona głównie na otrzymanym rozkładzie prawdopodobieństwa orientacji 
momentu pędu oraz prawdopodobieństwie z jakim wchodzą funkcje bazowe 
w skład danego stanu. Wyniki przedstawione są w tabelach, gdzie w kolum- 
nie „stan” wpisany jest stan, którego dotyczą dane przedstawione w dalszych 
kolumnach. W kolumnie „schemat” podane są numery schematu, którego do- 
tyczą przedstawione wyniki. 

Proponowany podział wynika ze sposobu jak odtwarzane jest przejście 
wewnątrzpasmowe dla trzeciego pasma. 

W kolumnie „wzbudzenie dla funkcji początkowej” wypisane są zmienne, 
przy których znajduje się wzbudzenie w funkcji początkowej, z której uzy- 
skano funkcję bazową dającą największe prawdopodobieństwo wkładu do 
danego stanu. Ponieważ wzbudzenie to występuje jedynie w części opisują- 
cej wibracje, zatem kolumna ta posiada dwie podkolumny dotyczące funkcji 
określającej wibracje w części kwadrupolowej oraz oktupolowej. 

Ostatnia kolumna „główne osie rozkładu prawdopodobieństwa momentu 
pędu” opisuje rotacyjną funkcję bazową. Funkcja ta jest częścią funkcji dają- 
cej największe prawdopodobieństwo wkładu do danego stanu. W tej kolum- 
nie przedstawione są kierunki główne orientacji momentu pędu dla tej funkcji 
bazowej. 

Ze względu na sposób otrzymywania pasm energetycznych tabele dla każ- 
dego ze schematów dzielą się na opisujące dwa pierwsze pasma otrzymane ra- 
zem: kwadrupolowe i oktupolowe o nieparzystym momencie pędu oraz osobno 
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przedstawione są wyniki otrzymane dla trzeciego pasma oktupolowego o pa- 
rzystym momencie pędu. 

Dla funkcji początkowych opisujących ruch wibracyjny kwadrupolowy i 
oktupolowy mamy następujące możliwości wzbudzenia: 


Kwadrupolowe funkcje początkowe nie posiadające wzbudzenia: 
uo (7р, боо — óo)uo(V 202, a22 — дэ) (435) 


po zrzutowaniu na reprezentację grupy symetryzacji Duy równiez nie 

posiadają żadnych wzbudzeń. 

Zgodnie z wcześniejszymi oznaczeniami mamy, że и, (1,2) =, P 
1.2 2 


x exp(—3n°x°)Hn (næ), gdzie Н (тх) jest wielomianem Hermite'a, [79]. 


Kwadrupolowe funkcje początkowe mające zbudzenie stojące przy zmien- 
nej albo ooo albo ooo: 


ui (тр, Q20 — Ao)uo(V 2, Q22 — дээ), (436) 
uo (12, ao — оо) ш (V 212, a22 — бәз). (437) 


Ро zrzutowaniu dają one funkcje bazowe składające się z kombinacji 
liniowych trzech funkcji posiadających wzbudzenie przy zmiennych ooo 
i поо. Deformacje statyczne dla tych funkcji wynoszą боо, &22 albo są 
kombinacjami liniowymi dg і Oo. 


Oktupolowe funkcje początkowe posiadające wzbudzenie: 
(i) Przy zmiennej ago: 


w (13, aso — дзо)чо(М 213, abı — 031) 


X uo(V 203, озо = 5) uo(V 21, Q33 z дэз), (438) 


gdzie ро zrzutowaniu tej funkcji początkowej na reprezentacje Ay, 
А», Bı, D> oraz E otrzymane zostały funkcje składające się z kom- 
binacji liniowych iloczynów czterech funkcji oktupolowych zależ- 
nych od азо, Q3j, 05, 053. Wzbudzenia pojawiają się przy jednej 
ze zmiennych озо, a3, lub a33. W przypadku, gdy wzbudzenie jed- 
nofononowe pojawia się przy zmiennej озо, wówczas deformacje 
statyczne mają wartości ze zbioru { +азо, +45, +455, +053}. 
Dla pozostałych funkcji tworzących otrzymaną funkcję bazową 
przy wzbudzeniu jednofononowym deformacje statyczne zbudo- 
wane są z kombinacji Oso i 052. 
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(ii) Przy zmiennej оз: 


(iii) 


(iv) 


ио (13, Озо — бзо) ш (V 23, ол — åh) 


X uo(v2n, Cao S: дё) чо(М 21, Q33 w даз). (439) 


Po zrzutowaniu na reprezentacje grupy symetryzacji Duy otrzy- 
mujemy funkcje bazowe, gdzie wzbudzenie jednofononowe poja- 
wia się dla zmiennej a3,, przy deformacjach posiadających jedną 
z wartości ze zbioru (+d3g, +051, +Ó; +053}. W przypadku, 
gdy deformacje są kombinacjami dwóch wartości 05; i @53, WÓw- 
czas wzbudzenie pojawia się w funkcjach zależnych od zmiennej 
азо lub przy az. 


. . / А 
Przy zmiennej os: 


ио (73, Озо — &зо)шо(М 203, ол — åh) 


X u (27, О w Az )uo(V 21, a33 = баз). (440) 


W przypadku tej funkcji sytuacja jest analogiczna јак dla funkcji 
uzyskanych z (438). Różnica pomiędzy tymi przypadkami dotyczy 
jedynie występowania wzbudzenia w funkcjach, gdzie deformacje 
statyczne są opisane z dokładnością do znaku przez jedną z war- 
tości: Озо, 051, 05, ©з. Dla funkcji bazowej otrzymanej z (440) 
mamy takie wzbudzenie dla zmiennej teraedralnej ол. 


. . / Е 
Przy zmiennej oss: 


wo (13, a30 — &зо)шо(М 273, оз — @31) 
x uo(V2n3, 055 — йз) w (V 203, Og3 — 3) (441) 


funkcje otrzymane po zrzutowaniu (441) mają budowę analogiczną 
do (439). Różnica polega jedynie w występowaniu wzbudzenia jed- 
nofonowego w funkcjach posiadających deformacje statyczne opi- 
sane przez jedną z wartości: {-Е@&зо, +05, +055, +053}. Dla tych 
funkcji wzbudzenie pojawia się przy zmiennej оз. 


Dokładna postać wszystkich otrzymanych funkcji bazowych jest przed- 
stawiona w dodatku C. 


Rozkład prawdopodobieństwa wkładu wszystkich funkcji bazowych dla 
poszczególnych stanów z przedstawionych schematów znajdują się w dodatku 
E. Opis jak wygląda graficznie rozkład prawdopodobieństwa orientacji mo- 
mentu pędu znajduje się w podrozdziale 6.2.5 opisującym część rotacyjną 
funkcji bazowych. 
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Dla dwóch pierwszych schematów, 1. i 2., mamy dokładne odtworzenie 
wartości eksperymentalnej dla przejścia В(Е2: 4 — 27). Cechy opisujące 
funkcje bazowe dające największe prawdopodobieństwo wkładu do każdego 
ze stanu są przedstawione w tabeli 14. Wynika z niej, że dla pasma kwa- 
drupolowego prawie wszystkie funkcje, dające największe prawdopodobień- 
stwo wkładu do określonego stanu, posiadają wzbudzenie pojawiające się 
przy każdej zmiennej kwadrupolowej. Dodatkowo głównymi osiami rozkładu 
prawdopodobieństwa dla kierunku momentu pędu są OX i OZ. 

Dla pasma oktupolowego o nieparzystym momencie pędu, z rozkładu 
prawdopodobieństwa dla części rotacyjnej, mamy dodatkowo oś OY jako 
główny kierunek orientacji momentu pędu. Dla stanu 3” pojawiają się dwie 
funkcje bazowe mające największy wkład do tego stanu, zatem wzbudzenia 
w części wibracyjnej pochodzą z dwóch funkcji początkowych. Dla stanu 57 
tylko jedna z funkcji bazowych daje istotnie większy wkład do tego stanu, 
a wzbudzenie dla schematu 1 i 2 pojawiają się odpowiednio dla zmiennych 
Q30; Opo, Q33 Oraz Озү, Озо, Q33- 


stan | schemat | wzbudzenie dla funkcji początkowej | główne osie rozkładu 
kwadrupolowej oktupolowej prawd. momentu pędu 
227 1 Q20 - ОХ, OZ 
2 - - OX, OZ 
4+ 1 Q20 - OY 
2 Q22 - OX, OZ 
3 1 - Q30, A33 ОХ, OY, OZ 
2 - КАША OX, OY, OZ 
57 1 - A33 OX, OY, OZ 
2 - оо ОҮ 


Tablica 14: Opis funkcji bazowych dla schematu 1. i 2., pasmo 1 i 2 
opis funkcji bazowych dających największe prawdopodobieństwo wkładu do 
stanów dla pierwszych dwóch pasm schematów 1i 2. 


Dla przejścia В(Е2: 47 + 2”), dla którego stanami początkowymi i koń- 
cowymi są odpowiednio: 


=, „Bi CUE рЈм 
4: 052 2403 Rg И 


Doda u (442) 


152 


albo 


=. „А CE pJM 
EA ьо 2403 Rg И 


Е 1 —);Е 
2 ӨШ 2 RẸ“, (443) 


wzbudzenia w części wibracyjnej pochodzą od tej samej funkcji początko- 
wej, dla której wzbudzenie znajduje się przy zmiennej озо. Oznacza to, że 
w funkcji bazowej wzbudzenia pojawiają się przy zmiennych озо, 231, A3ą. 
Dla części rotacyjnej funkcje bazowe dające największy wkład do stanów 
oktupolowych o parzystym momencie pędu posiadają dwa główne kierunki 
rozkładu prawdopodobieństwa orientacji momentu pędu i są to osie: OX i 
OZ. Przedstawiony opis funkcji bazowych dający największy wkład do opisu 
stanów trzeciego pasma dla schematu 1. i 2. przedstawiony jest w tabeli 15. 


stan | schemat | wzbudzenie dla funkcji początkowej | główne osie rozkładu 
kwadrupolowej oktupolowej prawd. momentu pędu 
27 1 = Q30 ОХ, OZ 
2 = Q30 ОХ, OZ 
47 1 - Q30 ОХ, OZ 
2 - Q30 OX, OZ 


Tablica 15: Opis funkcji bazowych dla schematu 1. i 2., pasmo 3 
opis funkcji bazowych dających największe prawdopodobieństwo wkładu do 
stanów dla pasma trzeciego dla schematów 1 i 2. 


Dla schematu 3. pasmo kwadrupolowe głównie zbudowane jest z funk- 
cji bazowych, które nie zawierają żadnego wzbudzenia, a główny kierunek 
rozkładu prawdopodobieństwa orientacji momentu pędu jest zgodny z osią 
OY. Dla oktupolowego pasma o nieparzystym momencie pędu schemat 3 opi- 
sany jest głównie przez jednofononowe funkcje utworzone z funkcji mających 
jedno wzbudzenie występujące w funkcjach zależnych od jednej ze zmiennych 
Озо, 051, Q33; а głównym kierunkiem dla momentu pędu jest oś ОУ. 

Przedstawiony powyżej opis uzyskanych modeli znajduje się w tabeli 168. 

W trzecim paśmie schemat i trochę różni się funkcjami opisującymi część 
wibracyjną i rotacyjną, dającymi największy wkład w stany 4 , 2. Po- 
nieważ wartość В(Е2: 47 + 27) dla każdego z trzech schematów nie była 


SSchemat i dotyczy parametrów ne = 10,6410,n3 = 13,1026, iż parametrów тә = 
9,9022, 73 = 13,7924 a iii parametrów na = 10,6548, n3 = 6,9317. 
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stan | schemat | wzbudzenie dla funkcji początkowej | główne osie rozkładu 
kwadrupolowej oktupolowej prawd. momentu pędu 
27-.V idi in - - Oy 
4 | iii, iii - - OY 
> i = a30, 051, Q33 OX, OY, OZ 
ii, iii - Az, OY 
57 i - 030 skośne 
iii - А ОҮ 
ii - PUN OY 


Tablica 16: Opis funkcji bazowych dla schematu 3. 
opis funkcji bazowych dających największe prawdopodobieństwo wkładu do 
stanów pierwszych dwóch pasm schematu 3. 


odtworzona przez proponowany schemat, poniżej są przedstawione wszystkie 
możliwe kombinacje stanów tego pasma. 

Ze względu na reprezentacje, do których mogą należeć funkcje bazowe 
mamy cztery opisy pasma trzeciego: 


(a) Dla oktupolowego pasma o parzystym momencie pędu opisanego przez 
stany: 


si A —);Е 
4 т е Ер", 
5 А —);Е 
27: о a Rg". (444) 
Dla przedstawionego schematu część wibracyjna głównie pochodzi z 
funkcji początkowej mającej wzbudzenie w zmiennej oso, co oznacza 
występowanie wzbudzenia w funkcji bazowej przy zmiennych озо, 051, 053. 
Część rotacyjna opisana jest przez moment pędu mający największy 
wkład w kierunku osi OX i OZ. Opis funkcji dających największy 
wkład do stanów trzeciego pasma przedstawiony jest w tabeli 17. 


(b) Wyniki dla oktupolowego pasma o parzystym momencie pędu opisane 
przez stany: 


= —);Е 
4 Wydobywa, RE". 


PDU ZM (445) 


Dla tak wybranych funkcji bazowych w schematach ii oraz iii część wi- 
bracyjna głównie pochodzi z funkcji początkowej mającej wzbudzenie w 
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stan | schemat | wzbudzenie dla funkcji początkowej | główne osie rozkładu 
kwadrupolowej oktupolowej prawd. momentu pędu 
a i - аз ОХ, OZ 
iii = Q30 ОХ, OZ 
ii = Q30; A33 ОХ, OZ 
47 i - оз ОХ, OZ, skośne 
iii - 030 ОХ, OZ, skośne 
ii - 030 ОХ, OZ 


Tablica 17: Opis funkcji bazowych dla schematu 3, pasmo 3., cz.1 
opis funkcji bazowych dających największe prawdopodobieństwo wkładu do 
stanów trzeciego pasma schematu 3, cz.1. 


zmiennej a3,, dla modelu i: азо. Oznacza to, że pojawia się ono w funk- 
cjach bazowych zależnych odpowiednio od zmiennych: озо, 05, 055 
oraz Q30, Озү, ©з. Część rotacyjna opisana jest przez moment pędu 
mający największy wkład w kierunku osi OX i OZ. Opisane wyniki 
zostały przedstawione w tabeli 18. 


stan | schemat | wzbudzenie dla funkcji początkowej | główne osie rozkładu 
kwadrupolowej oktupolowej prawd. momentu pędu 
2 i - 030 ОХ, OZ 
ii, iii - А OX, OZ 
i = Q30 ОХ, OZ 
ii, iii - Az, OX, OZ 


Tablica 18: Opis funkcji bazowych dla schematu 3., pasmo 3, cz.2 


opis funkcji bazowych dających największe prawdopodobieństwo wkładu do 


stanów z trzeciego pasma schematu 3, cz.2. 


(c) Wyniki dla oktupolowego pasma o parzystym momencie pędu opisane 


przez stany: 


—. „Bi ,, XE pJM 
4 Е о vib3 Rg И 


_ —);Е 
2: WZ > RẸ". (446) 
Dla powyższego wyboru pasma trzeciego opis stanów jest analogiczny 


jak dla przypadku (445). Wyniki otrzymane dla tego pasma przedsta- 
wione są w tabeli 19. 
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stan | schemat | wzbudzenie dla funkcji początkowej | główne osie rozkładu 
kwadrupolowej oktupolowej prawd. momentu pędu 
27 1 = Q30 ОХ, OZ 
ii, iii - Az, OX, OZ 
47 i - Q30 ОХ, OZ 
ii, iii - Az, OX, OZ 


Tablica 19: Opis funkcji bazowych dla schematu 3., pasmo 3, cz.3 
opis funkcji bazowych dających największe prawdopodobieństwo wkładu do 
stanów z trzeciego pasma schematu 3, cz.3 


(d) Wyniki dla oktupolowego pasma o parzystym momencie pędu opisane 
są przez stany: 


Z —);Е 
4 рр Ra, 


ZW. RZM. (447) 


W tym przypadku dla schematów ii oraz iii część wibracyjna głównie 
pochodzi ze wzbudzenia funkcji początkowej w zmiennej oso, a dla mo- 
delu i przy oss. Zatem wzbudzenie pojawiające się w funkcji bazowej 
znajduje się przy zmiennych озо, 051, оз», oraz dla drugiego przy- 
padku przy озо, 055, X33. Część rotacyjna opisana jest przez moment 
pędu skierowany w kierunku osi OX, OZ oraz dodatkowo w kierunku 
osi obróconych względem układu współrzędnych dla stanu 47. 


Wybór trzeciego pasma opisanego przez (447) powoduje, że dla stanu 
4- wartości prawdopodobieństwa otrzymane dla funkcji bazowych są 
identyczne jak dla funkcji posiadających taką samą część wibracyjną, 
a różniące się jedynie częścią rotacyjną, która może należeć do jednej z 
dwóch równoważnych reprezentacji dwuwymiarowych Æ. lub E.. 
Przedstawione schematy opisane są w tabeli 20. 


6.5.2 Czy pasmo oktupolowe o parzystym momencie pędu ma 
inną strukturę niż pasmo oktupolowe o nieparzystych mo- 
mentach pędu? 


W tym modelu oprócz wprowadzenia parametrów opisujących dwa pierwsze 
pasma analizujemy zbiór parametrów opisujących trzecie pasmo - traktujemy 
te parametry jako swobodne. Ponadto wybieramy tylko te schematy, które 
mają również odpowiednią wartość dla ņ i 73, wynikającą z mikroskopowych 
rachunków |80]. 
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stan | schemat | wzbudzenie dla funkcji początkowej | główne osie rozkładu 
kwadrupolowej oktupolowej prawd. momentu pędu 
а і - аз ОХ, OZ 
il, iii = Q30 ОХ, OZ 
4- i - ahg OX, OZ, skośne 
ii, iii - 030 ОХ, OZ, skośne 


Tablica 20: Opis funkcji bazowych dla schematu 3., pasmo 3, cz.4 
opis funkcji bazowych dających największe prawdopodobieństwo wkładu do 
stanów z trzeciego pasma schematu 3, cz.4. 


Wśród wszystkich szesnastu schematach jedynie jeden spełnia powyższe 
wymagania. Dla tego schematu stany dwóch pierwszych pasm są opisane 
przez następujące funkcje: 


а ;А 

ШЕ zde Ra , 
I );A1 

2": E la Rz И 
+ Н);Аз pJM 
BE L Ry, , 


—. AB 
5 : ZARA 
ERY. 
3: ПТА 


z 


m 


ERM 
E RIM 


(448) 


Dla podanej powyżej struktury stanów zostały otrzymane trzy możliwe zbiory 
parametrów, dla których uzyskano dość dobrą zgodność z wartościami ekspe- 
rymentalnymi, również dla przejść międzypasmowych B(Æ1). Wartości otrzy- 
manych parametrów oraz uzyskanych dla nich przejść wewnętrz i międzypa- 
smowych są następujące: 


(1) Ma = 10,641, тз = 13,103 oraz 


дзо = 0,111, dz, = 0,099, & = 0,108, A5 = 0,110. 


(449) 


Korzystając z tych parametrów otrzymujemy następujące wartości przejść 


B(E2) i B(E1): 


B(E2: 4 
D(E2: 2" 


> 2 


— 0” 


) = 263 W.u, 


B(E1:5 — 41 
)=187W.u, B(E1:3- +4* 


) = 0,146 x 1073 Wu, 
) = 0,212 x 1073 Wu, 


B(E2:5 +3) = 293 W.u, B(E1:3- + 2+) = 0,262 x 1074 Уй. 


(ii) ma = 9,902, уз = 13,792, 


зо = 0,106, & = 0,099, 4, = 0,090, д, = 0,123, 
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(450) 


(451) 


dla których mamy: 


В(Е2: 4+ ә 2+) = 263 Wu, B(E1: 57 + 4+) = 0,168 x 1073 Wu, 

B(E2:27 — 0+) = 187 Йи, B(E1: 37 4 4+) = 0,103 x 1073 Wu, 

B(E2:5 +37) = 293 Wu, B(E1: 37 — 2+) = 0,165 x 1073 Ии. 
(452) 


(iii) т = 10,655, тз = 6,932, 
зо = —0,034, 05; = —0,068, & = —0,415, dzą = —0,080, (453) 
dla których otrzymujemy: 


В(Е2: 4+ — 2+) = 263 Ули, B(E1:5 — 4*) = 0,326 x 107% Wu, 

B(E2: 27 — 07) = 187 Ии, В(Е1: 37 — 4+) = 0,380 x 107% Wu, 

B(E2:5 — 37) = 293 Ии, B(E1:3 + 21) = 0,666 x 10 3 И.и. 
(454) 


W pierwszych dwóch zbiorach parametrów (449) i (451) oktupolowe de- 
formacje statyczne przyjmują wartości bliskie 0,1 co odpowiada wynikom 
otrzymanych w |80]. W przypadku trzeciego zbioru parametrów (453) bez- 
względna wartość 05, wynosi 0,4, jest więc za duża biorąc pod uwagę mapy 
potencjałów [80]. 

W celu sprawdzenia jak mogą się zmienić przejścia В(Е2) i В(Е1) w 
ostatnim przypadku dla dwóch pierwszych pasm zostały narysowane wy- 
kresy zależności zredukowanych prawdopodobieństw przejść w zależności od 
А3 w przedziale [—0,5; 0,5]. W paśmie kwadrupolowym, ze względu na brak 
deformacji oktupolowych dla B(E2) nie ma zależności od parametru dzy. 
Otrzymane wykresy dla pozostałych В(Е2) i В(Е1) przedstawione są poni- 
żej: 


(a) zredukowane prawdopodobieństwo przejścia В(Е2: 5 — 37) przed- 
stawione jest na rysunku 16, 


(b) wykres zależności B(E1: 57 — 4+) od deformacji statycznej 0%, przed- 
stawia rysunek 17, 


(c) wykres wartości В(Е1: 37 — 41) w zależności od wartości å% przed- 
stawiony jest na rysunku 18, 


(d) wykres B(E1: 37 + 27) w zależności od wartości 05, przedstawiony 
jest na rysunku 19. 
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a32 


1 1 1 1 
-0.4 -0.2 0.2 0.4 


Rysunek 16: Wykres В(Е2: 5 + 37) w zależności od tetraedralnej defor- 
macji statycznej a32 = бу. 


B(E1) 


L П L L 
-0.4 -0.2 0.2 0.4 


Rysunek 17: Wykres В(Е1: 5 + 4+) w zależności od tetraedralnej defor- 
macji statycznej a32 = б. 


Otrzymane wykresy nie są symetryczne względem osi rzędnych co mógłby 
sugerować potencjał dla części oktupolowej, który posiada dwa minima syme- 
trycznie rozłożone dla każdej ze zmiennych oso, 08; и = 1,2,3. Oznacza to, 
że minima dla każdego z kierunków zmiennych oktupolowych pojawiają się 
odpowiednio dla deformacji statycznych Ғазо lub +à, и = 1,2,3. Zatem 
również funkcje nie powinny być czułe na zamianę znaku przy deformacjach 
statycznych. Niestety takie rozumowanie nie jest prawdziwe dla deforma- 
cji rozpatrywanych tylko w jednym kierunku. Zmiana znaku przy statycz- 
nych deformacjach oktupolowych w funkcjach bazowych zsymetryzowanych 
względem grupy symetryzacji Du, nie zmienia jej wartości, gdy jednocze- 
śnie następuje ona przy +030 і +05, Oraz dla pary +азу і Базз. Oprócz 
podanych dwóch par deformacji, funkcja ma tę samą wartość, gdy jednocze- 
śnie zmiana znaku następuje dla wszystkich deformacji oktupolowych. Więc 
zmiana znaku jedynie przy 3 nie oznacza, że funkcja bazowa będzie miała 
tę samą wartość. Stąd wynika, że przedstawione powyższe wykresy nie po- 
siadają symetrii względem osi rzędnych. 

Celem analizy otrzymywanych wartości zredukowanych prawdopodobieństw 
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1 1 
0.4 -0.2 0.2 0.4 


Rysunek 18: Wykres В(Е1: 37 + 4+) w zależności od tetraedralnej defor- 
macji statycznej a32 = бу. 


1 L 
0.2 0.4 


Rysunek 19: Wykres В(Е1: 37 + 2+) w zależności od tetraedralnej defor- 
macji statycznej a32 = б. 


prześć В(Е2) i B(E1) w zależności od 055 było sprawdzenie czy istnieją do- 
datkowo inne wartości teraedralnej deformacji statycznej, dla której otrzy- 
muje się wartości eksperymentalne. Pojawienie się takich wartości oznacza- 
łoby istnienie wielu punktów dających ten sam wynik, które z tego powodu 
zostały pominięte podczas procedury minimalizacji. Na powyższe wykresy 
zostały nałożone trzy proste określające podaną wartość eksperymentalną 
oraz górną i dolną jej granicę. Kolorem zielonym została oznaczona górna 
granica przedziału niepewności pomiarowej, niebieskim - dolna granica, a 
czerwonym wartość eksperymentalna [5, 6]: 


(a) wykres dla B(E2: 57 — 37) przedstawiony jest na rysunku 20. 
(b) wykres dla B(E1: 5 — 471) przedstawia rysunek 21. 
(c) rysunek 22 przedstawia podane zależności dla В(Е1: 37 + 4"). 


(d) dla В(Е1: 37 + 2+) wykres przedstawiony jest na rysunku 23. 
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Rysunek 20: Wykres B(E2: 5 +37) w zależności od a32 = dh, z warto- 
ściami eksperymentalnymi. 


B(E1) 
0.0011 p 


0.0010 - 


0.0009 | 


0.0008 F 


0.0007 F 
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Rysunek 21: Wykres B(E1: 5 + 4*) w zależności od a32 = 05, z warto- 
ściami eksperymentalnymi. 


В(Е1) 
0.00107 


0.0009 


0.0008. 


0.00071 


0.0006/|- 


Rysunek 22: Wykres B(E1: 37 + 4*) w zależności od a32 = 05, z warto- 
ściami eksperymentalnymi. 


W przypadku B(E1) otrzymujemy dwie możliwości, które leżą w pobliżu 
wartości eksperymentalnej: pierwsza znajduje się w pobliżu —0,4, co zostało 
uzyskane podczas minimalizacji oraz druga w 0,4. Dla B(E2) otrzymuje się 
dokładnie wartość eksperymentalną w obu przypadkach. Można zatem spraw- 
dzić jakie wartości będą miały przejścia В(Е1) i В(Е2) dla drugiej wartości 
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B(E1) 
0.0020 r 


0.0018 - 


0.0016 - 


0.0014 - 


0.0012 - 


0.0010 + 


0.0008 + 


а32 


i i ! i 
10.4 -02 0.2 | ол 


Rysunek 23: Wykres В(Е1: 37 — 2*) w zależności od a32 = 45, z warto- 
ściami eksperymentalnymi. 


255 znajdującej się w przedziale od 0,3 do 0,5. W tym celu zostało zro- 
bione dopasowanie dodanych eksperymentalnych przejść В(Е2) dla dwóch 
pierwszych pasm znajdujące najlepiej pasującą wartość 03, w podanym prze- 
dziale, gdzie pozostałe parametry są niezmienione. Z obliczeń wynosi ona 
A3 = 0,385, a wartości B(E1) otrzymane dla niej są następujące: 

(a E2: 55 +3 ) = 293 Wu, 
= 8,767 x 105 И.и, 


) 
r) = 1,710 x 1078 Wa, 


E1: 37 + 2+) = 1,257 x 107* Ии. 


Wartości te gorzej odtwarzają wyniki eksperymentalne niż dla 43, = —0,4. 
Zatem, dla omawianego modelu, faktycznie wartość bezwzględna deformacji 
oktupolowej w kierunku zmiennej os, jest duża w porównaniu z wynikami 
jakie otrzymywane są w rachunkach mikroskopowych [80|. 

Zgodnie z tym co zostało przedstawione wcześniej w omawianym modelu 
zmiany dotyczą konstrukcji trzeciego pasma. Wynika to z przyjęcia hipotezy, 
że minimum dla tego pasma, opisane przez deformacje statyczne może leżeć 
gdzie indziej niż w przypadku dwóch pierwszych pasm. Oznacza to znalezienie 
postaci stanów, gdy zmiennymi są również parametry deformacji kwadrupo- 
lowych i oktupolowych oraz ne, 7з. Dla trzeciego pasma parametry te były 
rozważane dla następujących przedziałów: oktupolowe deformacje statyczne 
od —0,15 do 0,15, dodatkowo obliczone zostały deformacje kwadrupolowe 
боо, Q22 W przedziale —0,90 do 0,90 oraz na, 73 od 0,01 do 20. Gdzie mi- 
nimalizacja dla ne, 7з przebiegała w przedziałach [0,01; 5], [5; 10], [10; 15], 
[15; 20]. Łącznie zostały otrzymane cztery możliwe kombinacje funkcji bazo- 
wych reprezentacji nieprzywiedlnych D4.,. Są to stany postaci: 
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(a) dla pierwszej możliwości mamy: 


4 а RE" 
27: dka! m SRM (455) 


(b) drugi opis oktupolowego pasma o parzystym momencie pędu zawiera 
stany: 


4 аа RE" 
P Ф811 к PRIM (456) 


(c) następna możliwość opisu pasma ma postać: 


4 OMA 
2: Фәй үк "RZE (457) 


(d) stany opisujące trzecie pasmo mogą mieć postać: 


4 bład RE" 
27: dzo! e E pgm, (458) 


Zostało otrzymanych siedem możliwych schematów odtwarzających dane eks- 
perymentalne dla "Gd. Ponieważ parametry dla poszczególnych stanów 
były otrzymane metodą najmniejszych kwadratów dla różnicy przejść В(Е2) 
i wartości eksperymentalnych, otrzymane funkcje odtwarzają dokładnie war- 
tości tych przejść. Dodatkowym kryterium było również jak najlepsze od- 
tworzenie przejść międzypasmowych. Wśród otrzymanych schematów, które 
najlepiej odtwarzały wartości В(Е2) i B(E1) przedstawione w [5] i [6], zo- 
stała określona kolejność, która odzwierciedla otrzymaną zgodność z da- 
nymi eksperymentalnymi. W tym celu została wykorzystana metoda naj- 
mniejszych kwadratów dla różnicy przejść В(Е1) otrzymanych w wybranych 
modelach i wartości eksperymentalnych. Ponieważ eksperymentalna wartość 
В(Е1: 27 + 2+) posiada jedynie ograniczenie górne przy tych obliczeniach 
to przejście było pomijane. 

Poniżej przedstawione są schematy w kolejności od najlepiej odtwarzają- 
cego przejścia otrzymanego w eksperymencie [5] i [6]. 

Wszystkie rozpatrywane schematy mają taką samą budowę dwóch pierw- 
szych pasm, tj.: 


+ ;А — 
4: ФА s. "kg. , 5 : dY! Т RZ" 
sj H); A та 
2: ni Gy "Rpy, 3 : WER F "RM 
ү: H); A 
0: фаз ро) "RQ. (459) 
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Różnią się one jedynie parametrami opisującymi stany oraz budową trzeciego 
pasma: 


(I) Pierwsze dwa schematy mają następujące parametry opisujące stany 
dla dwóch pierwszych pasm: 


п = 10,655, Ts = 6,932, 
доо = 0,34, дә = 107°, (460) 


зо = —0,034, 05; = —0,068, & = —0,415, dz; = —0,080, (461) 
oraz parametry dla stanów występujących w trzecim paśmie: 
Na = 7,648, тз = 7,273, 
боо = —0,332, аә = 0,580, (462) 
дз = 0,041, dz, = 0,024, dzą = —0,018, dz; = —0,073, (463) 
(1) Schemat 1. posiada następującą postać trzeciego pasma: 
47: Фра RE, 

7: ридан REV, (464) 
gdzie wartości przejść mieszczą się w przedziałach niepewności 
pomiarowej wyznaczonych w eksperymencie: 

B(E2:4 +2) = 724 Wu, 
B(E1:4 — 4%) = 0,103 x 1073 Ийи, 
В(Е1: 27 — 2+) = 1,359 x 1077 Wu, 


(465) 
(2) W schemacie 2. trzecie pasmo opisane jest przez stany: 
— —);Е 
4: ska үк R”, 

7: фан RE, (466) 
dla którego B(E1: 47 + 4") ma wartość bliską granicy górnej 
przedziału niepewności pomiarowej, ale nie mieści się w samym 
przedziale oraz В(Е1: 27 + 27) jest o jeden rząd większa od 
granicznej wartości wynikającej z eksperymentu: 

B(E2:4 +2) = 724 Wu, 
B(E1: 4 +4") = 0,505 x 1073 Ийи, 
B(E1:2 — 2+) = 0,596 x 107% И.и. 
(467) 
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(II) Kolejne dwa schematy mają następujące parametry opisujące stany dla 
dwóch pierwszych pasm: 


na = 9,902, тз = 13,792, 
боо = 0,34, боо = 107°, (468) 


dzo = 0,106, & = 0,099, 05, = 0,090, dz = 0,123, (469) 
oraz parametry dla trzeciego pasma: 


n2 = 7,648, 113 = 7,273, 
боо = —0,332, боо, = 0,580, (470) 


dzo = 0,041, & = 0,024, dzą = —0,018, dz; = —0,073, (471) 
(3) Schemat 3. posiada następującą postać trzeciego pasma: 


4: SERA sa В 
2 WE С (472) 
gdzie В(Е1: 27 + 2") mieści się w przedziale wyznaczonym z 
eksperymentu, a B(E1: 47 +47) jest trzy rzędy za małe: 
B(E2:4 — 27) = 724 Wu, 
B(E1: 27 + 2+) = 0,000054 W.u, 
B(E1: 4 — 41) = 1,565 x 1077 Wu, 
(473) 


(4) W schemacie 4. trzecie pasmo opisane jest przez stany: 


4- ФВ, р из ты 
жЕ т: (474) 
gdzie B(E1: 47 — 47) ma wartość bliską górnej granicy prze- 
działu niepewności eksperymentalnej, a В(Е1: 27 — 2%) jest o 
jeden rząd za duże: 
B(E2:4 +2) = 724 Wu, 

B(E1: 4 +4") = 0,384 x 1073 Ийи, 

B(E1:2 +2") = 0,675 x 103% И.и. 
(475) 
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(III) Ostatnie trzy schematy mają następujące parametry opisujące stany 
dla dwóch pierwszych pasm: 


na = 10,641, т = 13,103, 
боо = 0,34, & = 107°, (476) 


бао = 0,111, dł = 0,099, 82, = 0,108, 82, = 0,110, (477) 
(5) Schemat 5. posiada podaną poniżej postać trzeciego pasma: 


4- : pB i "RE 
2 рар) Ае (478) 


gdzie 


о = 7,648, 1з = 7,273, 
& = —0,332, ё» = 0,580, (479) 


&зо = 0,041, 05; = 0,024, dzą = —0,018, &% = —0,073. (480) 


Wartości przejść między i wewnątrzpasmowych otrzymanych dla 
podanych parametrów są następujące: 


B(E2: 4 +27) = 724 Wu, 


B(E1:4 — 4+) = 0,111 x 10% Wu, 
B(E1:2 — 2+) = 0,457 x 1073 Wu, 


(481) 


gdzie В(Е1: 47 — 4?) odtwarza wartość eksperymentalną, a 
В(Е1: 2 +27") jest o rząd większe od granicy górnej. 


(6) Schemat 6. posiada następującą postać trzeciego pasma: 


4 ФА ну nia REM 
2 : Włodi R (482) 


gdzie 


72 = 7,648, 13 = fra, 
боо = —0,332, боо, = 0,580, (483) 
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дзо = 0,041, й, = 0,024, & = —0,018, dzą = —0,073, (484) 


B(E2: 47 +27) = 724 Wu, 
В(Е1: 27 + 2+) = 7,200 x 1075 Wu, 
В(Е1: 47 4 4+) = 1,030 x 1077 Wu, 


(485) 


gdzie В(Е1: 27 + 2+) mieści się w przedziale niepewności, nato- 
miast wartość В(Е1: 47 + 47) jest prawie о trzy rzędy za mała. 


W schemacie 7. postać trzeciego pasma jest następująca: 


a. К; 
20 o u, (486) 
gdzie 
Na = 8,311, ng = 11,421, 
& = —0,312, ё» = 0,604, (487) 


дзо = —0,001, Ay = 0,043, dy = —0,064, д. = —0,129. 


(488) 
Odpowiadające zredukowane prawdopodobieństwa wynoszą: 
B(E2:4 +2) = 724 Wu, 
B(E1: 4 — 4+) = 1,144 x 10% И.и, 
B(E1: 27 + 2+) = 6,968 x 1077 Wu, 
(489) 


gdzie podobnie jak w schemacie 6: B(E1: 27 + 2+) mieści się w 
przedziale niepewności, a В(Е1: 47 + 47) jest o trzy rzędy za 
małe. 


Analiza otrzymanych wyników dla modelu o rzeczywistych zmien- 
nych, w którym parametry opisujące oktupolowe pasmo o parzy- 
stych momentach pędu mają inne wartości niż użyte do opisu oktu- 
polowego pasma o nieparzystym momencie pędu. Z rozkładu praw- 
dopodobieństwa występowanie poszczególnych funkcji bazowych w stanach 
(dodatek E) oraz orientacji momentu pędu (podrozdział 6.2.5) mamy nastę- 
pujące charakterystyki dla przedstawionego modelu: 
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(a) 


Stan 07: 

zbudowany jest tylko z jednego iloczynu trzech funkcji bazowych, które 
należą do reprezentacji Ау grupy Гіу. Część kwadrupolowa pochodzi 
z funkcji ug(72; &20 — &20) uol V 2; Q22 — 022) natomiast oktupolowa z: 


tto (a; a30)uo(V 273; azı )uo(V 273; a3>)uo(V 2N; оз). (490) 


Dla tego stanu rozkład prawdopodobieństwa momentu pędu jest taki 
sam w każdym kierunku. 


Stan 2*: 

dominujący wkład ma funkcja nie posiadająca wzbudzenia zarówno w 
części kwadrupolowej, pochodzącej z rzutu funkcji początkowej 

uo (nə; 29 = доо) Uo(V 2Na; A22 — å22) na reprezentację B1, jak i oktupo- 
lowej, która jest funkcją symetryczną względem obrotów: 


tto (a; азо) чо(У 273; ahı )uo(V 273; aa Juo( V 2n3; os). (491) 


Główną osią rozkładu prawdopodobieństwa momentu pędu dla tego 
stanu jest kierunek równoległy do osi OY. 


Stan 4t: 

analogicznie jak dla stanu 2”, również tutaj największy wkład do pełnej 
funkcji ma funkcja nieposiadająca wzbudzeń. Dodatkowo dla tych funk- 
cji część rotacyjna należy do jednej z dwóch równoważnych reprezen- 
tacji A; oznaczonej јако А1,у. Rozkład prawdopodobieństwa momentu 
pędu jest głównie rozłożony w kierunku osi OY. 


Stan 37: 


(d1) Dla schematów 1, 2, 3 i 4 największy wkład w stan 37 ma funkcja 
oznaczona јако A (Е: иуи иоцо) Е.1, tj. dla której część oktupo- 
lowa powstała z rzutowania u9(73; азо = бзо)ш (V 29a; akı — Ay) 
хио(М2т›; aho — A3>)uo(V 2N2; об — ёз) na reprezentację dwu- 
wymiarową F. Daje to wzbudzenie występujące przy zmiennych 
озу, @30 Oraz 05. Główną osią rozkładu prawdopodobieństwa mo- 
mentu pędu dla tego stanu jest kierunek równoległy do osi OY. 


(d2) Dla schematu 5, 6 i 7 największy wkład posiadają funkcje ozna- 
czone jako A (E: ugwuow) E1, A r(E:uíuououo)ËE.2 oraz 
А (Е: ugugujug) 1. Co oznacza, że każda z funkcji w części oktu- 
polowej powstała odpowiednio z funkcji początkowej mającej wzbu- 
dzenie stojące przy zmiennych a3,, озо oraz os, Dwie funkcje 
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mają tę samą część rotacyjną opisaną przez jedną z dwóch równo- 
ważnych reprezentacji dwuwymiarowych E oznaczonej jako Ex, 
co daje największy rozkład w kierunku OY, druga opisana jest 
przez reprezentację E. mającej największy rozkład w kierunku 
OX i OZ. 


(e) Stan 5 : 


(е1) 


(e3) 


dla schematów 1 i 2 największy wkład posiada funkcja oznaczona 
jako B,(E: uowruguc)E.,, gdzie część oktupolowa pochodzi z funk- 
cji początkowej mającej wzbudzenie w zmiennych озү. Najwięk- 
szy wkład do rozkładu prawdopodobieństwa momentu pędu jest 
w kierunku OY. 


dla schematów 3 i 4 największy wkład posiada funkcja oznaczona 
jako B;(E: uyuguguo)E.,, gdzie część oktupolowa pochodzi z funk- 
cji początkowej mającej wzbudzenie w zmiennych озо. Najwięk- 
szy wkład do rozkładu prawdopodobieństwa momentu pędu jest 
w kierunku OY. 


Dla schematu 5, 6 1 7 największy wkład posiada funkcja ozna- 
czone jako B;(E: uyuguowgy)E.2, gdzie część oktupolowa pochodzi 
z funkcji początkowej, dla której wzbudzenie pojawia się w części 
zależnej od озо. Największy wkład do rozkładu prawdopodobień- 
stwa momentu pędu jest w kierunku osi obróconych względem 
układu współrzędnych. 


(f) Stan 27: 
Dla reprezentacji Г, = A; opisującej część kwadrupolowa mamy: 


(f1) 


(f2) 


dla schematów 2, 4 i 5 największy wkład posiada funkcja 

А. (Е: иоштиоцо) Е, gdzie część oktupolowa pochodzi z funkcji po- 
czątkowej mającej wzbudzenie w zmiennych оү. Największy wkład 
do rozkładu prawdopodobieństwa momentu pędu jest w kierunku 
OX i OZ. 


Dla schematu 7. największy wkład posiada funkcja oznaczona jako 
В. (Е: uzuguouo)E.2, gdzie część oktupolowa pochodzi z funkcji po- 
czątkowej wzbudzonej w kierunku озо. Największy wkład do roz- 
kładu prawdopodobieństwa momentu pędu jest w kierunku OX i 
OZ. 


Dla reprezentacji Гу = Bı opisującej cześć kwadrupolową mamy sche- 
maty 1,3 i 6, dla których największy wkład posiada funkcja 
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B,(E: uowiuow)£, gdzie część oktupolowa pochodzi z funkcji począt- 
kowej mającej wzbudzenie w zmiennej a3,. Największy wkład do roz- 
kładu prawdopodobieństwa momentu pędu jest w kierunku OX i OZ. 


(g) Stan 47: 

Dla reprezentacji Гу = А; opisującej cześć kwadrupolowa mamy sche- 
maty 1, 3 i 6 do których największy wkład wnosi funkcja 

A (E А U0UOU1 UG) E1 oraz Ау (Е: uugugouo) E1 i Ау (Е: uzuguguo)E.2. Za- 
tem części oktupolowe pochodzą odpowiednio z funkcji początkowych 
mających wzbudzenie w kierunku ол», озо. Największy wkład do roz- 
kładu prawdopodobieństwa momentu pędu jest w kierunku OX i OZ 
oraz osi obróconych wzgledem układu współrzędnych. 


Gdy L, = Bı wówczas mamy: 


(gl) dla schematów 2, 41 5 największy wkład posiadające te same funk- 
cje jak dla schematów 1, 3 i 6, różniące się jedynie reprezentacją 
części kwadrupolowej, którą obecnie jest Ву. Rozkład prawdopo- 
dobieństwa momentu pędu jest identyczny jak przedstawiony dla 
wcześniejszych schematów. 


(g2) Dla schematu 7. największy wkład posiada funkcja oznaczona jako 
D i(E:uouououi) E, gdzie część oktupolowa pochodzi z funkcji 
początkowej wzbudzonej w kierunku a33. Największy wkład do 
rozkładu prawdopodobieństwa momentu pędu jest w kierunku osi 
obróconych względem układu współrzędnych. 


Z przedstawionego powyżej opisu wynika, że rozkład prawdopodobieństw 
momentu pędu, dla funkcji mających największy wkład w stany należące 
do dwóch pierwszych pasm, jest głównie rozłożony wzdłuż osi ОҮ. W przy- 
padku trzeciego pasma otrzymane kształty są bardziej skomplikowane. Na 
ogół najbardziej są rozciągnięte w kierunkach osi OX i OZ. Różnice te mogą 
tłumaczyć dlaczego trudno było otrzymać postać trzeciego pasma mającego 
te same parametry deformacji kwadrupolowej i oktupolowej jak dla dwóch 
pierwszych pasm. Dopiero zmiana położenia minimów, zarówno w części kwa- 
drupolowej i oktupolowej, dała możliwość odtworzenia wyników eksperymen- 
talnych, [5, 6]. Oznacza to nieco inną strukturę trzeciego pasma. 
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A Grupy punktowe 


Korzystając z |2] obroty należące do grup punktowych można opisać wzglę- 
dem następujących osi Oz, Оу, Oz, Qa, Ob, Oc, Od, Oe, Of, Оа, ОВ, Oy, Об 
przedstawionych na rysunku 24. 


Z 
a d 
ak zi 
O > 
bi ¿a y 
> 8 
f 


Rysunek 24: Osie obrotu dla grup punktowych. 


Do oznaczeń elementów grup punktowych użyte są symbole Schónfliesa 
określające kąt oraz oś obrotu: 
E - element jednostowy, 
Chw - obrót wokół osi w o kąt Эт, 
Сл - obrót wokół osi w o kąt — 27, 
I - inwersja przestrzenna. 


A.1 Grupa O 


Grupa oktahedralna O opisująca symetrię sześcianu składa się z 24 obrotów 
właściwych, które zgodnie z |2] mają postać: 


E, Ова, C38, C34, C35, ©з, ( C ! ет Cox, Cay, Coz, 


3y? 


Cir; Oy Cia Cio Сш, CI, Сз, Са, Cze, Cza, Cze, Соу. (492) 


Grupę O można rozłożyć na pięć nieprzywiedlnych reprezentacji: dwie 
jednowymiarowe A; i А», jedną dwuwymiarową Ë oraz dwie trójwymiarowe 
T i Tą. 
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Każda z nieprzywiedlnych reprezentacji działa w podprzestrzeni niezmien- 
niczej rozpiętej przez określoną bazę. Znając działanie elementów grupy w da- 
nej przestrzeni można otrzymać macierze reprezentacji odpowiadające trans- 
formacjom wybranych wektorów bazowych. Dla macierzy przedstawionych w 
[2] można skonstruować następujące wektory bazowe jako funkcje zmiennych 
kartezjańskich [9, 10, 11]?: 


(1) dla reprezentacji symetrycznej A; funkcją bazową jest funkcja skalarna, 
którą można przedstawić np. jako 12 + у? + 22, 


(ii) dla reprezentacji A> funkcja bazowa przyjmuje postać: ryz, 


iii) dla reprezentacji E mamy dwie funkcje bazowe: /3(z2 — y?) oraz 222 — 
(iii) p j y j y 
2 2 
T =y, 


(iv) dla reprezentacji Ty funkcje bazowe mogą mieć postać jednomianów: z, 
Y, 2, 


(у) dla reprezentacji 75 funkcjami bazowymi są: yz, zz, zy. 


Znając macierze reprezentacji Г można otrzymać dla każdego elementu 
g grupy G charaktery x(g), które są śladami macierzy reprezentacji A! (g) 
elementu g, tj. x(g) = Tr(A'(g)). W przedstawionej pracy wartości cha- 
rakterów wykorzystywane są w operatorze rzutowym do konstrukcji funkcji 
bazowych w przestrzeni wibracyjno-rotacyjnej. 

Ponieważ charaktery dla elementów sprzężonych (dwa elementy grupy gı i 
go nazywamy sprzężonymi, jeżeli istnieje element grupy h: gı = hgoh ", [58]) 
są identyczne, zatem tabele charakterów można przedstawić korzystając z 
tzw. klas elementów sprzężonych С;, dla których wartości x(g), g Є С; są 
identyczne (i oznacza numer klasy С;). 

Tabela charakterów dla grupy O składa się z pięciu klas elementów sprzę- 
żonych: 


(1) do klasy С; należy element jednostkowy grupy 
Q = {Е}, (493) 


9Wektory bazowe rozpinajace niezmiennicze podprzestrzenie mozna, wybraé na, rózne 
sposoby. Oprócz podanych powyzej baz nieprzywiedlnych reprezentacji mozna równiez 
przyjąć następujące wektory bazowe dla reprezentacji 71: Sz, Sy, Sz. Transformuja się one 
odpowiednio jak x,y,z, ale nie zmieniają znaku przy inwersji przestrzennej. Ponieważ w 
grupie O nie występuje inwersja, zatem działając tą grupą na bazę Sz, Sy, S; otrzymujemy 
identyczny wynik jak dla bazy x,y,z. Dla Ту można utworzyć dodatkowo bazy składające 
się z wyższych potęg zmiennych kartezjańskich [12]: jedną z możliwości jest х3, ył, 23 albo 
(у? + 22), у(а2 + 22), z(z2 + y?). W przypadku reprezentacji T> z [12] mamy: z(z2 — 


y’) zly? — 22), (22 — a”). 
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ii) klasa Со zawiera obroty о kąt 2л wokół osi łączących środek sześcianu 
3 
z jego wierzchołkami: 


С = {Сза, C38, Озу, C35, Gz Czę, e бї (494) 


(iii) klasa Cs zawiera obroty o kąt z wokół osi układu współrzędnych ОХ, 
OY, OZ: 
C3 = (Cz, Cay, Coz}, (495) 


(iv) klasa C4 zawiera obroty o kąt in wokół osi układu współrzędnych OX, 
OY, OZ: 
C4 = {Саз Сау, Ciz, С Су, GG (496) 


(v) klasa Cs zawiera obroty o kąt z wokół osi łączących środek sześcianu 
ze środkami jego krawędzi: 


Cs = {Сз, C%, Cze, Cza, Cze, Czy |. (497) 


Tabela charakterów dla grupy O umieszczona w [|2] przedstawiona jest w 
tablicy 21. 


Reprezentacja grupy О | С, | С | Сз | Ca б 
A 1 11 11/11 1 
А» 1 1 |-1|-1 
E 2-1 21/10 O 
Т1 3|0[-1|1 1-1 
Т2 З |0 [|-1]-1 1 


Tablica 21: Tabela charakterów dla grupy O. 


Istotnym pojęciem używanym w obliczeniach jest iloczyn Kroneckera re- 
prezentacji oraz jego rozkład na nieprzywiedlne reprezentacje. Potrzebne ilo- 
czyny Kroneckera dla grupy O przedstawione są w tabeli 22, oraz w |9, 10, 
11, 12]. 


A.2 Grupa Dy, 


W żadnej z publikacji |9, 10, 11] i [2] nie ma pełnej konstrukcji reprezen- 
tacji grupy D4. Korzystając z zawartych tam informacji, po uzgodnieniu 
różnych konwencji używanych w tych pracach, w dodatku A.2 pokazujemy 
konsekwentny opis baz i reprezentacji tej grupy. Istotną różnicą pomiędzy 
przedstawioną grupą D4 w [9, 10, 11] a [2] jest wybór osi czterokrotnej. W 
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A Ao E Т, Т» А, 
A E To Tı А» 
А + А5 + Е Ту Flo Т + Т» Е 


A1+E+T +lo Ao+FE+T, + T> | Т 
А +Е+Т +7 | T> 


Tablica 22: Tabela iloczynów Kroneckera nieprzywiedlnych reprezentacji dla 
grupy O. 


pierwszych trzech podanych pracach osią czterokrotną jest oś OZ, zaś w 
[2] jest nią oś OY. Do rozróżnienia obu grup został dodatkowo wprowadzony 
drugi indeks dolny, który oznacza oś czterokrotną. Zatem w przypadku grupy 
D, przedstawionej w |9, 10, 11] używane jest oznaczenie Du.,, a dla grupy 
przedstawionej w [2] mamy Юл. 

W dalszej części tego dodatku jest przedstawiona dokładniej grupa Du, 
która jest antyizomorfoczna z grupą symetryzacji otrzymaną dla rzeczywi- 
stych zmiennych wewnętrznych kwadrupolowych i oktupolowych używanych 
w modelu (R). Do konstrukcji stanów z tego modelu potrzebna jest znajomość 
bazy w zmiennych kartezjańskich oraz odpowiadające im macierze nieprzy- 
wiedlnych reprezentacji. Dodatkowo trzeba pamiętać, że definicja obrotów 
używana w obliczeniach jest zgodna z przedstawioną w |49]. 

Korzystając z pracy |2] dla grupy D4; znamy jedynie postać macierzy re- 
prezentacji. Naszym celem było znalezienie wektorów bazowych reprezentacji 
w zmiennych kartezjańskich transformujących się zgodnie z tymi macierzami. 
Do ich konstrukcji zostały wykorzystane bazy przedstawione w [9, 10, 11] uzy- 
skane dla grupy Dy... Wiedząc, że grupa D4; powstaje z grupy Du, przez 
obrót o kąt —% wokół osi ОХ można otrzymać wektory bazowe na dwa spo- 
soby: 


T 


(a) obracając funkcje bazowe przedstawione w [9, 10, 11] о kąt — 3 wokół 


osi OX, 


(b) znając budowę funkcji bazowych z [9, 10, 11] można stworzyć wszystkie 
możliwe kombinacje iloczynów zmiennych kartezjańskich im odpowia- 
dających i zrzutować je na nieprzywiedlne reprezentacje wykorzytując 
macierze przedstawione w [2]. 


W naszym przypadku wykorzystana jest druga z możliwości, co zostało przed- 
stawione dokładniej w dalszej części. 
Korzystając z |9] oraz [10, 11] grupa Du., posiada następującą bazę kar- 
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tezjańską dla poszczególnych nieprzywiedlnych reprezentacji: 


Are HHY’, 
Ao: 2, 
Bra sy, 
Ds: ту, 

E: x,y, 


(498) 


gdzie A;, А5, Ap, D> są reprezentacjami jednowymiarowymi, а £ jest repre- 
zentacją dwuwymiarowa.19 

Używając operatora rzutowego dla grupy D4; opisanego za pomocą cha- 
rakterów można znaleźć bazę dla reprezentacji jednowymiarowych. Rzutując 
kombinację liniową funkcji z, y, 2: ат tayy +4az2, gdzie az, ay, а, są szuka- 
nymi współczynnikami, została uzyskana baza dla reprezentacji jednowymia- 
rowej Аз w postaci funkcji y. Dodatkowo okazało się, że powyższa kombinacja 
daje niezerowy rzut na dwuwymiarową reprezentację Е. W tym przypadku, 
aby uzyskać bazę kartezjańską, której odpowiadają macierze przedstawione 
w [2], został użyty operator rzutowy zbudowany z wymienionych macierzy. 
Do kombinacji liniowej a,z + ayy + azz najpierw został użyty operator РД, 
gdzie dolne indeksy numerują elementy użytych macierzy reprezentacji [2], co 
dało po zrzutowaniu wektor bazowy z. Następnie, zgodnie z regułą przedsta- 
wioną w [77], dla wektora z został użyty operator РЁ. W ten sposób został 
otrzymany drugi wektor bazowy reprezentacji Е: z. Dla reprezentacji А; i 
B, baza została otrzymana z rzutu kombinacji liniowych azz’ + ау? + а,22 
co dało: 


(1) dla reprezentacji Ау zostały otrzymane dwie bazy: у? oraz 2? + 2°, 


(ii) dla reprezentacji Bı została otrzymana jedna baza składająca się z 


wektora: 22 — 22. 


Kolejną kombinacją jaka została rozważona, jest kombinacją dwumianów 
ату®у-Е@х„®2-Еаы уа. Niezerowe rzuty zostały otrzymane dla dwóch reprezen- 
tacji Bə oraz E. Dla reprezentacji jednowymiarowej В» baza ma postać zz. 
W przypadku dwuwymiarowej reprezentacji E zostały uzyskane następujące 
wektory bazowe: xy oraz yz. 


10Podobnie jak dla grupy O bazy dla nieprzywiedlnych reprezentacji grupy D4.. możemy 
zapisać na różne sposoby. Korzystając z [9, 10, 11, 12| mamy następujące dodatkowe bazy 
dla reprezentacji nieprzywiedlnych: dla А: 22, dla A>: S, albo 2° albo 22(2? + 32), dla 
Bı: zyz, dla Bə: zZ2(z2 — y?) oraz dla E: Sz, S, albo х2, уг albo zz?, yz? albo ху?, ух? 
albo 2°, 3°. 
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Poniżej przedstawione są tabele działania grupy Dy, [2], na otrzymaną 
bazę kartezjańską: 


i) reprezentacja Ау z wektorem bazowym v = y? lub v = z? + 22: 
p 


g € Day E Cor Coy Co: Сау Ср, Cac Coa 
gu v v v v v v v U 


(ii) reprezentacja Ву z wektorem bazowym v = z2 — 22: 


g € Day E Сә» Coy Сә; Сау Сы; Сз Coa 
gu v v v v =. | =V | =Uv | =V 


(11) reprezentacja А5 z wektorem bazowym v = y: 


g € Day E Сә» Coy Co: Сау Ci: Cac Coa 
gu U | —U v —U U v = | ZU 


(iv) reprezentacja В» z wektorem bazowym v = zz: 


g € Day | E | Cz | Coy | Cz | Са Gg: Cz | Cza 
gv v|-v|v |-v|-—v|—v|v |v 


(v) reprezentacja E z wektorami bazowymi фу = £, 9 = 2: 


—1 

gE Du E Cor Coy Co; Cay Ciy Сз Coa 
gvi Vı | Vi | -VU1 | -V1| 02 | —V2 | V2 | —V2 
909 V2 | —V2 | —V2 | V2 | —V1 | 11 vı | -U1 


Znając powyższe działania można odtworzyć macierze reprezentacji, które są 
zgodne z [2]. 
Tablica charakterów dla grupy Юл, przedstawiona jest w tablicy 23. 


Reprezentacja grupy Du, | Gi | С | Gs | Са | Cs 
A 1|1|)|1 БИЕ! 
А» 1)1 | 1|-1 -l 
Bı 1 111 -1 1 -l 
В» тт [лї [тї [ї 
Е 2|-2|0|0 


Tablica 23: Tabela charakterów dla grupy Юл. 


Poszczególne klasy elementów sprzężonych składają się z następujących 
obrotów: 
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(1) do klasy G: należy element jednostrowy grupy: 
С = {E}, (499) 
(ii) klasa С» zawiera obrót o kąt m wokół osi OY: 
© = {Со}, (500) 
(iii) klasa Сз zawiera obroty o kąt т wokół osi ОУ: 
Сз = {Са Са), (501) 
(iv) klasa Сд zawiera obroty o kąt m wokół osi ОХ i OZ: 


CA = (Cz, Coz}, (502) 


(v) klasa Cs zawiera obroty o kąt z wokół osi łączących środek sześcianu 
ze środkiem jego krawędzi: 


C5 = (Cc; Ca]. (503) 


Iloczyny Kroneckera nieprzywiedlnych reprezentacji dla omawianej grupy 
przedstawione są w tabeli 24, |9, 10, 11: 


A A В, В, E 
A A В, В, E A 
A B В, E Ao 
Ау А Е Bı 
A E В» 
А + А+ В; + В | Е 


Tablica 24: Tabela iloczynów Kroneckera nieprzywiedlnych reprezentacji dla 
grupy Du. 


А.З Wybrane grupy punktowe 


W tej części przedstawione są elementy grup punktowych otrzymanych w ro- 
dziale 3. Uzyskane grupy symetryzacji odpowiadają grupom przedstawionym 
w [2]. 

Grupa Dun; z osią główną OZ składa się z następujących elementów: 

E, Cox, Coy; Caz, Са, Сз, Ciz, (Ep I, ICar, 1С», IC, IC, IC», IC4,, IE. 
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grupa D> posiada cztery obroty: Е, Co, Czy; Сол, 


т 


grupa R.(7)OR.(—7) składa się z elementów grupy О obróconych о kąt 7 
względem osi OZ, gdzie 
O = Í E, Cox, Cay, C22, C3a, C36, Cs, Сзв, Ca, Czą C= sce. 

Cuz; 6 CC Ci Ст Cza, Ch, Сос, Coa, Се, Соу}, 
oraz grupa O, składa się z obrotów: 
E, Coz, Czy, C22, Сза, C38, Czy, C36, Сз, ( e © Chc у Сау; Cu 1 
Сда, Gi Й Coa, Сз, Сг, Coa, Ce, Caf, I, IC, ІС, 1С, Czw Тез, IC34, 
E JC ТОС 16 E LE ORR EER E OE IC: 
I Coa, IC%, OS ІСәа, ІС, ТО. 


Innymi grupami są: 


(i) Сә = {E, ICar}, Су = {Е, ICay} oraz przedstawiona w [2] 
Сы = £E,ICz,), dla których zachodzi R,(Z)C..„R„(-3) = Cex i 
Rz (Z)Ć:, Ra (—) = быр 


(ii) 54, = fE, Coz, ICa, ICI} Y, którą można uzyskać z grupy $ = 
IE, Coy, ICa, I Сы} przedstawionej w [2] przez obrót о kąt 5 wokół 
osi ОХ, tj. Rz(Z)S4yR«(—3) = Siz 


(iii) Съ = (E, Coz, ТО, ІС», }, Ca = IE, Coz, ICa, IC}, 


(iv) Doaz = = (E, Caz, Coa, C2, Co, ТО ICA, ТС}, 
Doa: A = {Е, Cor, Coy, Coz, ICa, IC, IC4z, ICU). 


Okazuje się, że dla kata Оз € 40, 7, Z, 3", m, 57, Эт 77) otrzymujemy 


4252) 49/4 22 4 
R.(Q3)D4..R.(—03) = Du. шыш równość zachodzi dla 

D> = R.(Qs)DaR: (— Оз), gdzie Оз = EZ, k € 2. Dla obróconej grupy О о 
kąty Оз = 1, їл, 5л, jm wokół osi OZ, n. (Оз)ОВ„(—Оз), otrzymujemy tę 


samą grupę, tj. O. 


B Funkcje bazowe dla grupy symetryzacji O 


W tym dodatku przedstawione są funkcje bazowe w przestrzeni wibracyjno- 
rotacyjnej, otrzymane dla grupy symetryzacji О. Dodatkowo podane są wek- 
tory bazowe w zmiennych kartezjańskich transformujące się identycznie jak 
funkcje bazowe w przestrzeni wibracyjno-rotacyjnej. 

Każdy z wektorów bazowych otrzymany jest za pomocą operatora rzuto- 
wego na odpowiednią nieprzywiedlną reprezentację grupy O. 
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B.1 Funkcje rotacyjne 


Funkcje rotacyjne utworzone są zgodnie z łańcuchem grupowym О D Dh, 
tj. funkcje należą jednocześnie do pewnej reprezentacji grupy Do oraz O. 
Konstrukcja tych funkcji polegała na znalezieniu kombinacji liniowych sprzę- 
żonych funkcji Wignera DZ, (9Q)*, dla określonej wartości J, należących do 
reprezentacji grupy D>. Następnie, z otrzymanych funkcji należących do okre- 
ślonej reprezentacji grupy D>, utworzone zostały funkcje bazowe z reprezen- 
tacji grupy O. 

Biorąc pod uwagę budowę funkcji rotacyjnych wprowadziliśmy następu- 
jące oznaczenie, |57]: 


Ry, r, (Q), (504) 


gdzie Гз jest nieprzywiedlną reprezentacją grupy О, a Г; grupy Do. W przy- 
padku, gdy dwa różne wektory należą do równoważnych reprezentacji grupy 
O oraz D>, wówczas оное jest dodatkowe oznaczenia określające 
wartość indeksu K, tj. BL г, K (О). 

Każda z funkcji (504) zbudowana jest z kombinacji liniowych sprzężonych 
funkcji Wignera DZ, (Q)*: 


rZ (Q) = м27+107,,(0)*, (505) 


gdzie działanie grupy G na rZ, (Q) opisuje wzór: 


Sruk(Q) = rur Ng) = > Dw (g)ry e (Q), g € G. (506) 


К! 


Aby uprościć zapis dodatkowo korzystamy z następujących funkcji: 


1 
(+)J J 
r О) = r | т! K > 0, 507 
MK ( ) TET 5 MK M-K) (507) 


rQ) = "Mx KO (508) 


1 J 
r 
z! MK 


Baza dla reprezentacji Də otrzymana jest z funkcji rA) i roO), 
dla których działanie grupy D> jest następujące: 


BR, Оо (509) 
Съ Oa a (0), (510) 
Caa DE a (0), (511) 
Сулы (о) 000); (512) 


oraz: 


былыр (0) = (-17+! e (O), 
был оре (тү me). 
Ст) (Q) = (NF rx (0). 


513 
514 
515 


( 
( 
( 
(516 


) 
) 
) 
) 


Ponieważ grupa D> nie zmienia |K| przy działaniu na r (О), więc szukając 
wektorów bazowych dla reprezentacji tej grupy wystarczy rozważyć samą 


(+)J 


funkcje тук (0), a nie ich sumę po K. Analogicznie mamy dla ró: (Q). 
Po zrzutowaniu na nieprzywiedlne reprezentacje grupy D> mamy nastę- 


pujące wektory bazowe: 
(1) dla reprezentacji Ay: 
rI): JE2NQAK € 2N, 
r (0): JE2Nv+1AK € 2N 5, 
(ii) dla reprezentacji B1: 
тп 00): JE2ZNQAK E2N0+1, 
r (Q): Je 2No +1AK e 2No + 1, 
(iii) dla reprezentacji Bo: 
г (О): JE2No+1AK e 2N, 
тыг (ук  JE2NGAK е 2, 
(iv) dla reprezentacji Вз: 


т (009): JE2NQ+1AK E2Ny+1, 
rGJ(0): JE2ZNQAKE2NG+1, 


(517) 
(518) 


(519) 
(520) 


(521) 
(522) 


(523) 
(524) 


gdzie Ñ oznacza zbiór liczb naturalnych zaczynających się od jedynki, 


a No zbiór liczb naturalnych zawierających dodatkowo liczbę 0. 
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Bazy dla grupy O D D> opisane są przy pomocy wcześniej wprowadzo- 
nych oznaczeń REM Г, (Q) lub RZ N. к(9). Konstrukcja jest ograniczona do 
momentów pędu TE = 0, 1, 2,3,4,5. 

Ponieważ działanie niękiówych elementów grupy O zmienia wartość K w 
ri к(9), zatem funkcje bazowe zostały otrzymane przez rzutowanie 
> K-_J GKTYK(Ń) na poszczególne reprezentacje O. Podane ponizej wektory 


bazowe są unormowane: 


J=0 (525) 
RUSSO йй 
J=l (526) 
NS ZNOW (9); 
[ол Же M (0). 
Ra EPP). 
Ј= 2 (527) 
Оа т (Оу 
йлы = m, (0) 
Пози 1(9) = ral (b): 
KS (0) ra (O), 
Rise 1(9) = ra (©) 
PJ (528) 


Roge (0) = rwa (0); 


RMO) = zr (a ) — Уб (О) 


НР ЗМ = ry (0), 


28м (О) = = (Var КОО) + V5rO2(Q)), 


ЕА 1 z S 
RIM (0) = Or (Q) — УЗгмз (0), 
RIM (N) = па O), 


В (Ое zC Sry: (Q) + УЗгү (0), 
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J=4 (529) 
z Бо v35 
Rat (Q) = ygi (Q) + rio (0)). 
z Pod 35 
В (Q) = yga (Q) - — ru (Q), 
рим (0) = 00400), 
> 1 
NO = ge ты 0) + ут 0400), 
ВР (О) == au (О); 
= 1 
Ryży (0) = zC -rG (Q) + VTry (Q),) 
1 
а ge ri (0) — ут 00400), 
R zka, (0), 
2 1 
ос (Оле gone ) КУТЛГ ы; O), 
J=5 (530) 
TORZE SA: 
RIŻK_„(0) = тиз O), 
Rik) = ZEW 0) + Sri (0) - V300), 
Восе пе (9), 
Rap (Q) = z sa гыз (Q) + V95rya (Q) + V30r (0), 
RH) = OVT O) – 9720000560) — 291-299) 
R PORZE ACO: 
йз. 1 
Ran (Q) = те(У1075 (Q) — 9М2гыз (0) + 22174170), 
L 1. 210 i VA (_ 
RaO = TC M0 r -Er 
КМ (Оу aO, 
VT, V210 V42 
ЛЕ TCG OA + 22605 
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Rzutując kombinacje liniowe sprzężonych funkcji Wignera na reprezenta- 
cje Ту grupy O otrzymujemy sześć wektorów bazowych: 


rio (Q), ria (Q) z ri (Q), rs (Q), Tira), rin (Q), rM-1(0), (531) 


które należą do Ту. Chcąc otrzymać bazy dwóch równoważnych reprezen- 
tacji Ty możemy wybrać jeden z wektorów, np. rż,,(Q). Działając grupą O 
na ten wektor otrzymujemy trzy funkcje: 


w = ro (Q), (532) 


и = ЗУТ (ru_s(0)+rus(0)) +35 (ry_3(0) +ri(0)) gr 
+v30 (r_1(0)+rin (0), (533) 


из = ЗУТ (rus (Q) + rus (Q)) — v35 (ru (Q) + rus (Q)) + 
+v30 (-ri_1(0) + г (9), (534) 


które pod działaniem grupy symetryzacji przechodzą w swoje kombinacje, a 
zatem tworzą one bazę jednej z dwóch równoważnych reprezentacji Т. 

Można sprawdzić, że działanie grupy O na pozostałe wektory daje kom- 
binacje liniowe tych wektorów. W ten sposób mamy drugą, równoważną, re- 
prezentację Т. Otrzymane wektory w każdej z równoważnych reprezentacji 
są ortonormalne względem siebie oraz względem wektorów z drugiej repre- 
zentacji Ty. 

Ponieważ konstrukcja stanów opiera się na składaniu iloczynów funkcji 
transformujących się zgodnie z odpowiednimi kombinacjami iloczynów funk- 
cji przedstawionych w zmiennych kartezjańskich, zatem potrzebna jest infor- 
macja jak transformują się otrzymane funkcje bazowe w zmiennych kolektyw- 
nych. Poniżej przedstawione są rotacyjne funkcje bazowe, które odpowiadają 
wektorom bazowym otrzymanym w zmiennych kartezjańskich. 


Ј = 0 | Rep. | Baza dla funkcji rotacyjnych || Baza dla rep. grupy O 
A Ryrark=o(0) a +12 + 2? 


Tablica 25: Baza dla funkcji rotacyjnych dla grupy О о momencie pędu Ј = 0 
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J = 1 | Rep. | Baza dla funkcji rotacyjnych || Baza dla rep. grupy O 
Ti Rrygik=1(0) 


URO) 
ЕАМ 0(0) 


Po 


y 
A 


Tablica 26: Baza dla funkcji rotacyjnych dla grupy O o momencie pędu J = 1 


J = 2 | Rep. | Baza dla funkcji rotacyjnych || Baza dla rep. grupy O 
E Rgaik=2(9) v3(22 — y?) 
RęiK=o(0) кы е, 
Т» —Ётовәк<з\(2) TY 
RrzBik=1(0) yz 
—iRīzB3K=1(9) cz 


Tablica 27: Baza dla funkcji rotacyjnych dla grupy O o momencie pędu J = 2 


J = 3 | Rep. | Baza dla funkcji rotacyjnych || Baza dla rep. grupy O 
А» RAA K=>(0) wyż 
Т, Rqygi (0) + 
Вз (О) у 
Рт 0(0) 2 
Т — RqaB2k->(0) Ty 
Ribu (Q) yz 
17533 (Q) йе 


Tablica 28: Baza dla funkcji rotacyjnych dla grupy О o momencie pędu J=3 
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J = 4 | Кер. | Baza dla funkcji rotacyjnych | Baza dla rep. grupy O 
A РАТА (Q) ЖАШ, 
Е RĘnik>(0) vsa =y) 
Вл (Q) 222—004)? 
Т, ipi (Q) T 
¿Ripa (Q) y 
ripa =a (Q) 2 
Т Ево (О) zy 
Ripa (Q) yz 
—iRqzgz (Q) х2 


Tablica 29: Baza dla funkcji rotacyjnych dla grupy О о momencie pędu J = 4 


J=5 | Rep. | Baza dla funkcji rotacyjnych || Baza dla rep. grupy O 
E —Rgaik=>(0) М3(2° — у?) 
RĘmiK=1(0) > =s. 
Туз Ет л (Q) 5 
—iRqpr1B3(0) yY 
Rp) Bok=o(0) 2 
Т2 Ерт (9) 7 
—iRqy383(0) yY 
RT ora) 2 
Т — Ётзрэк-2(9) zy 
Rip (Q) yz 
—iRqzgz (Q) х2 


Tablica 30: Baza dla funkcji rotacyjnych dla grupy О о momencie pędu Ј = 5 


B.2 Funkcje kwadrupolowe 


Funkcje kwadrupolowe powstały z rzutowania na reprezentacje grupy O ilo- 
czynów funkcji oscylatora harmonicznego postaci: 


Un (7, Q20 — боо) Um(V 2a, Q22 — боо) 


gdzie n = 0,m = 0 lub n = 1,m = 0 lub n = 0,m = 1 oraz 


u(q,2) = 4/ Sri PM 


1 
= па?) Hn (па). 


Funkcja H, (mz) jest wielomianem Hermite'a, [79]. 


185 


(535) 


(536) 


(889) ‘( есоел--оерел) ш? -9+ 
(Coane) uY- + (оосор) ви -IC + oguz- + 1)9 = WN 


:o1zp3 
(;ес) { (E + ZO ел) on ( (р — 009 ш) on + а — Zlo сл) on ( (р — 069 ш) n+ 


(G tog + орол) — 220 ‘lgh Jon 

(07 + 0209 A ) + Zo 01 ^ 
09A) uz 

( 


( 
CETE 
| 


Ty 
x — = (2—0 бо) 


— Zo) č + 060 ш) n+ 


) 
R осо) С \ 029 
og A осо) š Zo © 
Еа 


© | Ozo “zl, n} 


F zp ‘с 


бю, — 000 90)7 + 0 ш 


пу (оеўйәләзЧәт ep (1) 


:О Кап o(oequozordo1 orupormodpo eu 
opnzi Аллі (Go — 60 ‘Tlg A )On (089 — 060 U) [fomoyqkzood т[озўипу z әпеш/7130 omojodnIpemy o(>ĄUNĄ 


186 


(0F9) | („(тєрл+осорлушЕ-9— 


= = zy 
ооо осв) и 9 — (босоо) ш —9 + уша 9 — 1)9 М 


:әт2рз 


(бес) ‹ (œ + ło сл) on ( (op — 0б) ш on — on (zo — zp шл) on ( (op — 0б) ш) n+ 


((©®е + 009 9л)? — бб) Шш R осо) 2 + 080 ш) ол— 


+ 
бю, + 020g 9^)? + 60 gn )o n(( og A — 090 U + 060 ш) n+ 
)° os EGOQA d 


(( > 
(07 — 000 F zag йт, р 020 ‘Zl, | n+ 
" 990] с^ 
(“ 


( tog — 0000 A) T + со ilig )on | (2 


SYN 
XT = (20 OO 


осо) £ | я 


:бу 1foequozo1dol егр (и) 


187 


(ст) '(„(ссэрл--о®оклушЕ-9— 


«(2906/0 ygn) 0-9 — (800-090) 12-96 — £ 


(TF9) (© + 200 сл) on ( (op — 020 ш) ong + 


(xz + 0009 9л)? — бб) zn )o Og A 


о-96 s z)9 = CEN 


cay — 00 шл) on ( (р — o ш) onz+- 


R осо) 2 + 080 ш) ол— 


а + 00 ш) On — 


- 0% tel |on— 


(twe + tyg); + ос) н(е 
( (эв — %o9A)1 — w ZUZA )on( (czy 
(97 — оол) + Eo ZUZA )en ( (ссор 


€ р 020 ш) on — 


= (200 029) ово 


:Ətzp3 


:'omozeq obyun әгмр Xureur g ifoequozoidol epp (ш) 


188 


zł — zt — {6 (650)? ke 
(fi 2 КЭУ (o COMA q 
zńa (€o Ооо) рф ty 
Z tt (Сео oro) Th ү 
eysTe(zojIeĄ RZEq | емојоаптрему ezeg | ‘doy 


:qorqsye(zojIeq 
yobkuuoruz m əmozeq Алозҹәм оп әов(еретмоаро zero amozeq ofofunj omofodnIpemy sueuAz10 ts ouesidam [əzruoq 


(РР) (Ernten 1) -3— 


K = = СЯ 
«(6000 — 020g A)8L 1 —9 (#©юв+0&ю) и? 96 6061796 + z) i= N 


:Ətzp3 
(429 


A pz + ogn)? Y _ сср ug) ДУ = ос) 2 + 080 ш) n+ 


(( бб, + ogn) E + ZO ол) n(( 09 A — 029 o) š + Zo ш) on — 
(( бю, — ogn)? =: соо sligh) n [ (сео | осо) 8 | р że n+ 
6 (po 


( Tog — yg^) £ + o zu jon( | осо) $ | ssj — | 


= (220 «Осло ) 2:00 


ZGIO 


189 


(975) 
(Соро + 200000) Ag + 06016 + р) осоо осв) и? 9 
(28010 + 0000840 со ^9 — 0 О 6 +ї—) „(ZA OZyg A) ZU E 9 
(9209 + "0816 — Р) осору» 00 — “Sosa 98 + J EEN 


:Ətzp3 


(сүс) | (Є + 0 сл) on + G: — 60 ug ) on С — Zo zu) Ing+ 
|( (oz i ogn)? F _ zp шел) In + (ос Фф 0209 A) z + 0 шел) In — | 
x [ (соол =: осо) 2 + 00 ш) опе ^+ 
(ое Си осо л) 2 — zap uzp) on + (С 4 ogn)? + 260 у^) on 
x [ (соол z. осо) + 020 ш) їр 
(ос = ogn)? F _ zp шел) In + (az R 009 A) + 0 шел) In - | 
x (соол | осо) 2 р 020 ш) опе A+ 
(ое Że осоо л) т — бб) uzp) on + (С = ogn) E + p ол) on | 
x ( (o9A | осо) 2 | ozo и) 29 


TYN 
x 1 = (660 o) иф 


:Kuro(nuśzajo ty 1foequozo1dol ejp (1) 


:9ejsod totfndójseu [eur (ZGo — Tw ‘Elg A jon (069 — Обо :£L) In z oueum4z1]0 omojodnIpemy əfəsun4 


190 


(878) 
(СЕО + орбо о Ag + 00206 + 7—) ,(eozA+o2ogA) и» -3— 
(86010 + ®©юовошо Ag — 90016 + p—) „(60 орел) 12 -9— 
(2010 + %боёйв — P) (Ctoz+ Zo) шъ ӘС — 8081-98 — J € = YN 


:Ə1Zp3 


(ес) ‹ [Б + 40 шел) On — Є — ¿O шел) on С — 029 ш) Inz+ 


(ое ДЕ 0209 л)? — tp шл) In + (С дв осол) т + ZO ол) in 
x [ (соол = осо) 2 + 060 ш) опр — 
КЕ sk 009 A) Р. бб) л) on + (Gz д ogn) E + 0 uzp) on — | 
x ( (рол = осо) 2 + 00 ш) In 
(xz = ogn)? — tap uzp) In + (С = ogn)? + 60 ол) in 
x (Ep9 ч осо) 2 р 020 ш) опе A+ 
|( (oz = 0209 A) z F _ zp шел) on + (ос 5 0209 A) £ + 0 л) on — | 
X ( (соол | осо) 2 р 029 al In — 


EYN 
x — = (20 Осо) A 


:Хшеш ср оеұпәләлдәт ejp (п) 


191 


(089) 
с (Соо + оосо со ^о + 9016 +p- ) (Eroan toog) 1 -9— 
(lg + оо Осло Ag — 080616 + P—) (сере л осор) -0— 
(“Ошо + 000616 — P) (Czyz+0%9)7 9-96 + zgozuz—29] + or] € ="N 


:Ə1Zp3 
(GPS) ‹ (8 + 260 шел) on + (=o — ¿Oo шел) on С — 049 ш) inp 


КЕ =Ë ogn)? F _ ссх шл) In + (Gz si ogn) E + 0 шл) In — | 
x [ (соол = осо) 2 + 060 ш) опр — 
(ое zie ogn) E — сс0 uzp) on + (Gaz A осол) т + 0 ug ) on 
x [ (рол = осо) 2 + 00 ш) In 
(xz == 009 A) F za л) In + (Gz = ogn)? + ZO ол) In - | 
x ((-09A | осо) 2 р 020 zu) опе A— 
[G гы 0209 A) £ — бб шел) on + (xz A 0209 A) + ZO шел) on | 
x [ (оол | y) 2 р 000 ш) 1 


= (¿zo °овюуг@е 


:'9MOZEQ Алоўәл\ emp tforujst q oeguozordor ер (ш) 


192 


gh — ZZ — 26 


(zł — z%)eA 


(220 020) R 
(20 COMA 


Я 

za (20 Осо) ty 

Z + ¿ñ + Z (Eo o) т ty 
eysyelzoyey ezeg | emojodnipemy ezeg | ‘doy 


:uoplsue[zə1res 


цоќипәтшя m əmozeq Алозҹәм оп 99%(epermodpo zero amozeq ofofunj omofodnIpemy sueuAz10 ts әпеѕтаКм [əzruoq 


(zsa) 


(199) 


| КЕ "Ë %оо /\)+ — бб) шл) In + (Gz aa ogn) E + 0 шл) in] 
x (С = осо) 2 + Zo ш) опе ^+ 
КЕ + ogn)? — бб) ол) on — (< zk ogn)? + 60 сл) on | 


"THEN = CAIN 


x ( (ооу ra oco) & + o ш) їр 


(9с – вол). з a to si ни 


х ((-09A | осо) 8 р 020 ш) оле A+ 
[& БА одл)? — złp ug ) on + (Gz ze: Zoga)? + 0 uzp) on — | 


x (рол ч 


осо) 


о 


a oo zj in — | 


= (200 ово) 


:Ətzp3 


JĄCA (O) 


193 


(799) 
`|( ой + poozLg AZ + "006 + Y) „(ezygA+ozygnjgut—0+ 
(plz + 8006 A — PE + Ӯ) (aos орел)» 9+ 
(гит + Оор — ў) (czyz ово) и —90+ 


(080% + Т) ози 28 + s] ZI = YN 


:o1zp3 


(есе) 1 Є + 0 ол) In — Є — dtp ол) in] С — 029 ш) onz+ 
КЕ + ogn)? F zag шл) In — (С J ogn)? + 0 шл) in| 
x ( (соол i обо) š + 020 ш) on — 
NS SE 0209 л) т — zp шел) on + (ez + осол) т + 20 zn ) on 
x ( (соол = осо) 2 + 00 ш) IngA+ 
(ос a ogn)? F zag ол) In — (Gaz z ogn)? + ©бо л) in) 
x ( (09, ч | 029) р 020 zu) n+ 
[G = осоо л) E — бб) шел) on + (С — осоо л) E + ZO шел) on 
x (С | осо) 2 | р и) тр А = | 


x 77 = (Фо (осо) то 


‚шеш ty ifoequozo1do1 ep (1) 


:9eqsod bot(ndójseu tfeu (EY — to ‘Elg A ) In(069 — 060 :си)0п z ouem4z.1)0 omojodnIpeMy ə[fəqund4 


194 


(99) 


(99) 


‹ (80212, + Eyy 10) AZ + Осо + P) (сос togen) и? 9 — 
(ош 1260880 уе = боёй + #) ¿(zog A —08og A) и? —2— 


(620181 + 0206 — 7) (gorto) t -90+ 
(zolty + T—) zzozuz-28 — J ZI = YN 
:Ə1Zp3 
‹ (Є + ZO ол) In + G: — ZO сл) in С — 029 zu) ото 
(xz + 0209 A)? — tp ол) In + (Gaz sj осол) т + 0 ол) in 
x [ (оол = осо) = + 029 ш) on — 
КЕ I ogn)? — бб) шл) on + (Gz НМ осоо л) т + ZO шл) on — | 
x [ (соол m осо) 2 + 060 ш) IngA— 
[G = 0209 A) £ — бб шел) In + (xz R 0209 A) £ + tło ол) in 
x [ (роу | осо) 2 р 020 ш) on — 
(xz ze; ogn)? — złp л) on — (С se ogn)? + 0 шл) on 
x [ (99A | бо) ç р 020 ш) IngA 


z 
x n = (20 ROMA 


:Kureur ср 1loequozo1do1 еүр (п) 


195 


(899) 
“(бо + ссл00с0 0) AZ + 0с + P) (Eron togen) и? 9 — 
(бой + 00000 о A — 06016 + p) ¿(zog A —08og A) ZL — 2 — 


(620081 + 60006 — 7—) осоо)» _96— 
(ZUP + 1) оза 99т + от) ст = TaN 


:әт2рз 


(189) А (Є + 60 сл) In — Є — ¿O ол) in| С — 029 ш) np 
КЕ + ogn)? — бб) ол) In + (ос е ogn) т + Фо uzp) In — | 
x [ (оол = осо) £ + 029 ш) on — 
(xz + ogn)? — Zlo uzp) on + (С =E ogn)? + 60 uzp) on 
x [ (соол = осо) 2 + 060 ш) IngA— 
|( (oz = 0209 A) £ — Zo л) In — ( (сос a 0209 A) £ + ZO шел) т 
x [ (соол | осо) 2 р 020 ш) op — 
(ее ka ogn)? — Zo uzp) on + (С SE ogn)? + 0 ол) on | 
© + 000 ш) IngA 


TAN = ‹ 1:01 
X = = (20 00) A 


196 


:'omozeq əfoyuny ormp ®(әтиҹвт 7 1boequozordo1 ejp (ш) 


= = ZZ 02) 1:7022 
fi — „® — 127, (бо ‘0с0) 


© Я 
i gA (оова | q 

zńa (20 Ооо) M ty 
Z + i + Z (Ero “ббо) h ү 


eyste(zojIeq ezeg | емојоаптрему ezeq | ‘doy 
:om0zeq Алтоўәл\ əD]sue[zə1rey оп sstfepermodpo тело smozeq ofoyunz omofodnipemy oueur4kz190 ts ouesidAm [əzruoq 
(099) L 
:Ərzps 
(699) 
1 КЕ i ogn)? — zo шел) In + (ос ER: 0209 A) + Zo шел) in| 
x ( (соол — осо) 2 + 00 ш) n+ 
|( (oz + ogn)? — бб) uzp) on — (Є + ogn)? + 60 шл) on 
x [ (соол = осо) = + 029 ш) Ing A— 
(ое z ogn) E — tap шл) In + (xz = бюд л) 2 + ZO шл) in 
x (С | осо) 2 р 020 ш) Op — 
(ое БР ogn)? — бб) uzp) on + (ос =s ogn)? + Фо шл) on — | 
x (7 | осо) 2 | oo zj тел — К 


x Блат = (Go во) ер 


JĄCA (O) 


197 


B.3 Funkcje oktupolowe 


Część oktupolowa zbudowana jest z iloczynów funkcji oscylatora harmonicz- 
nego, [79], zależnych od części rzeczywistych lub urojonych az, = a3, +iaż,, 
gdzie u = 0, +1, +2, +3 oraz озу = озо. Analogicznie jak dla kwadrupolowej 
części wibracyjnej, każda z funkcji opisująca oktupolową część wibracyjną 
jest co najwyżej jednofononowa. Dodatkowo wprowadzona jest deformacja 


statyczna Баз, € 


R występująca w funkcji zmiennej tetraedralnej оз». 


Funkcje oktupolowe o parzystości dodatniej z definicji spełniają rów- 


ność: 


Îylas) = ylas), (561) 


gdzie I jest operatorem inwersji. 
Dla grupy symetryzacji O zostały otrzymane następujące niezerowe funk- 
cje oktupolowe o parzystości dodatniej: 


(1) dla reprezentacji Ar: 


СА! (a3,) = NA, tuo(ns; azo)Uo(V 2n; a3,)uo(v 203; озо) 


vib3 


gdzie 


xuo(v 2n; azz)ug(V 213; a )uo( V 203; 33) 


x {ш (V 2N3; «дә — åf) — w (V 2a; ot + åf) }, (562) 


у 


Na, = А (563) 
V1 +e 282 (—1 + ийа) 
(ii) dla reprezentacji 71 mamy trzy funkcje bazowe: 
1 

WL (asv) = Nra z tto (1; ag0)uo(V 273; az, )ui( V 213; озо) 

хио(М 218; a33)uo(V 273; az, )uo(V 273; оз) 

x {uo( V213; Озо — б) — uo(v 273; Az + A32) |, 
(564) 


: Nm. 
PRZ (asv) = А200 (пв; asojuol V 2з; 52)u0(W2ns; a) 


xuo(v 203; ahs 
x{v 5u (V 2m; Ozi 


{ио(м213; a% — 89) — uo(V 203; одо + ©32)) 
uo(v2n3; a33) + V3uo(v 203; az, )w (М 2з; a33)), 
(565) 


) 
) 
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oraz 
de (asv) = Ута u (m; azo)uo(v 213; ahı )uo( V 23; оло) 
хио(М/ 2з; 033) fuo(V 213; одо — 35) — uo(V 203; озә + йзо)} 
x{v3uo(V 2m; a% )ui( V 2]; a33) z уш (V 2m3; af )uo( V 213; 053) }. 
(566) 


Współczynniki normalizujące mają postać: 


у? (567) 


(568) 


(iii) dla reprezentacji T; mamy trzy funkcje bazowe: 
Фтор (a3,) = Nr; 5ш (73; azo)uo(v 273; a31)uo(V 273; 032) 


xwo(v2n3; a33)uo(V 273; a, )uo( V 203; 053) 
xtuo(v 203; ад» — A52) — uo (V 213; ол» + åf) }, (569) 


drm (asv) = Nraquo(13: a30)uo(V 20a; a3>)uo(V 213; оз) 


vib3;2 
xuo( V 21; a33) fuo(v 27]; A3ą — 035) — uo(v 2n3; 055 + бзо)} 
xÍ V5uo( 2з; az, Ju (V 203; a33) — V3u(V 23; ahı Jug(V 21; a33) |, 
(570) 


oraz 
Pro:n (asv) = Nraquo(173; a30)u0(V 273; 3, )uo(V 203; aha) 


vib3;3 


xwo(v 2a; 233) (uo(V 273; ot, — Az) — uo(V 203; од» + Ó52) ) 
х{М/Зи1(М2пз; a4 Jug(v 203; 073) + V5uo(V 2713; ag, Ju (V2n3; 033) ), 


(571) 
gdzie współczynniki normalizujące mają postać: 
2 
Мт = M 77 (572) 
№1 — e 2036322 
l 
1 
NT; = ; (573) 


Poniżej wypisane są otrzymane oktupolowe funkcje bazowe o parzystości 
dodatniej oraz odpowiadające im wektory bazowe w zmiennych kartezjań- 


skich: 


Baza dla funkcji oktupolowych, 
Rep. parzystość dodatnia Baza kartezjańska 

A Va, (Озу) ły + 22 
Т, Фоо (ази) a 
р (asv) Sy 
Wasi (asv) S z 
Т, OCH ту 
Wyż (аз„) yz 
Wys (Asv) zz 


Tablica 31: Oktupolowe wektory bazowe o parzystości dodatniej dla grupy O 


Funkcje oktupolowe o parzystości ujemnej spełniają następująca rów- 
ność: 
Ty(a3,) = —Y(az,). (574) 
Otrzymane niezerowe, oktupolowe funkcje o parzystości ujemnej należą 
do następujących reprezentacji grupy symetryzacji O: 


(i) dla reprezentacji A>: 


Фа, (Оз) = NA; żu0(03; azo)uo(v 203; ah )uo( 203; ол) 
хир(М/2]з; обз)шо(М 203; a )uo( V 203; 33) 
x fu (W 273; оде — &%) + ш (V 273; a32 + 652) ), (575) 


gdzie 
/2 


N4, Е H 
i+ e 280852 авад) 


; (576) 


(ii) dla reprezentacji Т mamy trzy funkcje bazowe: 


ФО! (asv) = Nra w (q3; oso)uo( 203; ahı )uo(W2ns; 04) 
xwo(v2n3; az3)uo(V 273; a, )uo( V 23; 053) 
x {uo( V 203; at, — 9) + uo(V 273; оз» + д) ), (577) 
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бюз (asv) = Nr.aquo(73; a30)uo(V 273; a32)uo(V 273; а? 31) 
xuo(V 21]; 07 зз) (uo(v 203; 052 — &32) + uo( V 203; 052 + å32)} 
х {v 5uo(V 2n; аз) ш (М2пз; a33) — МЗш (М 273; az, )uo(V 273; a33) |, 
(578) 


oraz 


Vinis (037) = Nrafquo(q3: azo)uo(YŻns; оз )uo( V Zna; ak) 
xuo(V 203; a33)fuo(V 213; оз — dzą) + uo(V 218; азо + дзь)} 
xtv3w (V213; ag )uo(V2na; a53) + V5uo( V 2n; азу) ш (У2пз; а33)}. 
(579) 


Współczynniki normalizujące dla powyższych funkcji są następujące: 


Nra = =: (580) 
V l+ e 20332 
1 
Nr. = =; (581) 
V l+ e 20332 
(11) dla reprezentacji T; również mamy trzy funkcje bazowe postaci: 
a wyst (asv) = Nra guo(?a; az0)uo(V 213; ah Jui (27; оло) 
хио(М/2пз; a33)uo(v 273; ag, )uo(v 273; a33) 
х{ио(М2пз; a32 — 65) + wo(v 213; ag + A5>)), (582) 


Ba (asy) = Мт quo(13; азо)шо(М/'2п; a5>)uo(V 2з; 081) 
xuo( V 27; a33) fuo(v 27]; a32 — A3) + uo(v 2n3; Az + зә) } 
xfvBu(V2ns; ag, )uo(v 23; 033) + V3wo(v 203; ahı Ju (V2ns; 053)}, 
(583) 


oraz 


Wynss (ази) = Мтә{ш(пз; aso)uo( V 218; abı Juo( V Zna; о») 
Xuo(v/213; 033) fuo(v 213; os, — Az>) + uo(V2N3; азо + dzy) ) 
xtv3uo(v2ns; оз) ш (V 2a; a33) — VBw (V 27a; ag, )wo(v 27; оз) |, 
(584) 
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gdzie współczynniki normalizujące są postaci: 


/2 


Мт = = (585) 
V 1+ e 2736322 
1 
WE (586) 


ZEG 
V l+ e 2736392 


Ponizej wypisane sa oktupolowe funkcje bazowe oraz odpowiadajace im 
wektory bazowe w zmiennych kartezjañskich: 


Baza dla funkcji oktupolowych, 
Rep. parzystość ujemnej Baza kartezjańska 

А» (Ози) ryż 
T -yraa (Asv) 8, 
-ipsa (ози) S, 

ныл (ази) S, 

T, зд (аз) ту 
Wos (ази) yz 

СУ 22 


Tablica 32: Oktupolowe wektory bazowe o parzystości ujemnej dla grupy О 


C Funkcje bazowe dla grupy symetryzacji D4y 


W tym dodatku przedstawiona jest budowa funkcji bazowych, z których skła- 
dają się poszczególne stany użyte do konstrukcji modelu o zmiennych rzeczy- 
wistych (R). Funkcje bazowe podzielone są na trzy grupy: wektory bazowe 
kwadrupolowe, oktupolowe oraz rotacyjne. Funkcje bazowe części wibracyjnej 
pochodzą z rzutu odpowiedniej funkcji na reprezentacje grupy Du. Funkcje 
początkowe, z których powstały wektory bazowe są funkcjami oscylatoro- 
wymi posiadającymi deformacje statyczne w części kwadrupolowej i oktupo- 
lowej. Poza tym posiadają wzbudzenie występujące przy jednej z funkcji oscy- 
latora harmonicznego, która wchodzi w jej skład. Wszystkie wektory bazowe 
jakie zostały uzyskane przez zrzutowanie funkcji początkowych są zaliczane 
do rodziny tej funkcji i tak są też określane w pracy. W przypadku części 
kwadrupolowej mamy trzy możliwe rodziny funkcji otrzymane odpowiednio 
z rzutu następujących funkcji: 
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(1) uo(72, a20 — Azo)wo(v Zna, 22 — доз), 
(2) u (172, ooo — Azo)uo(V 22, 022 — доо), 
(3) uo(72, a20 — ёо) ш. (М 2», a22 — доз), 
gdzie powyższe funkcje opisane są następującym wzorem u,(7, х) = ,/ = 
x ехр(— 5121?) Hn (пх), а H,(nz) jest wielomianem Hermite'a, [79]. 
Każdy z niezerowych, kwadrupolowych wektorów bazowych należy do jed- 
nej z jednowymiarowej reprezentacji: A; lub В). 
Dla części oktupolowej mamy cztery rodziny funkcji otrzymane z rzuto- 
wania funkcji początkowych na reprezentacje grupy Day: 


(1) Zoktupolowej funkcji początkowej posiadającej wzbudzenie przy zmien- 
пеј 030: 


ui (13, Q30 — å30)uo( V 213, a31 — åh Juo( V 2n3, —д)чо(У 2з, Оз – з) . 


(2) Zoktupolowej funkcji początkowej posiadającej wzbudzenie przy zmien- 
nej 031: 


Чо (13, Q30 — zo) W (V2n3, 081 — dz, Juo( V 2n3, озо —д)чо(У 2з, a33 зз) š 


(3) Z oktupolowej funkcji początkowej posiadającej wzbudzenie przy zmien- 
nej 055: 


uo (113, 030— &зо)чо(М'2пз, az, — йз) w (V 273, a32 — Ay) uo(V 218, 03; —A33). 


(4) Z oktupolowej funkcji początkowej posiadającej wzbudzenie przy zmien- 
nej 053: 


ио (13, ®зо— зо) uo(V 213, о, — Aż, )uo(V 2з, 052 — zy) ш (V 213, a33 — даз). 


Oznaczenia użyte do opisu funkcji oktupolowych są analogiczne jak dla części 
kwadrupolowej. 

W przypadku grupy D4., okazało się, że oktupolowe funkcje początkowe 
nie posiadające żadnej parzystości po zrzutowaniu na nieprzywiedlne repre- 
zentacje dają funkcje bazowe posiadające określoną parzystość dodatnią albo 
ujemną. Funkcje bazowe o parzystości dodatniej należą jedynie do jedno- 
wymiarowych reprezentacji, tj. Ау, A2, By, В». Dla funkcji o parzystości 
ujemnej mamy jedynie dwuwymiarową reprezentację Е. 
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Jak widać, dla części wibracyjnej zarówno kwadrupolowej jak i oktupol- 
wej, każda z funkcji otrzymana jest z funkcji początkowej, gdzie występuje 
jedno wzbudzenie. Po zrzutowaniu funkcji początkowych na nieprzywiedlne 
reprezentacje pojawia się wzbudzenie również przy innych zmiennych niż to 
było dla funkcji początkowej. Jest to związane z działaniem grupy D4; na po- 
szczególne zmienne przedstawionym w tabelach 33-35. Tak otrzymana baza 
dla części wibracyjnej niestety nie jest ortogonalna. Jednakże w obrębie da- 
nej rodziny funkcji wektory bazowe są względem siebie ortogonalne. Wynika 
to z przynależności tych funkcji do różnych reprezentacji. Jednak dla funkcji 
należących do tych samych reprezentacji, ale pochodzących z różnych funkcji 
początkowych ortogonalność nie zachodzi. Można by było ją uzyskać np. me- 
todą Gramma-Schmita, jednak prowadziłoby to do bardziej skomplikowanej 
postaci kolejnej z uzyskanych funkcji. Z tego powodu została podjęta decyzja 
otrzymania bazy unormowanej, ale nie ortogonalnej dla części wibracyjnej. 

W przypadku części rotacyjnej, skonstruowane wektory bazowe pochodzą 
z rzutu kombinacji liniowych sprzężonych funkcji Wignera uzyskanych dla 
określonego momentu pędu J = 0,1,2,3,4,5. Analogicznie jak dla funkcji 
bazowych opisujących ruch wibracyjny funkcje rotacyjne są unormowane, 
ale nie muszą być ortogonalne względem drugiej reprezentacji równoważnej. 

Dokładniejszy opis postaci operatora rzutowania oraz działania jego na 
funkcje początkowe zależne od zmiennych a, przedstawiony jest w dodatku 
F. 

W dalszej części przedstawione są wszystkie uzyskane umormowane wek- 
tory bazowe o parzystości dodatniej i ujemnej otrzymane dla Dy. 


C.1 Funkcje kwadrupolowe 
Jak było wcześniej wspomniane kwadrupolowe funkcje bazowe otrzymane są 
z trzech funkcji początkowych. 
Rodzina funcji kwadrupolowych otrzymanych z rzutu 
uo (12, a20 — Qoo)uo( V 272, a22 — бэз): 
(a) na reprezentację A: 
Фаз (озо, 022) = (587) 


VERET (m, Q20 — Ao) uo(V2na, Q22 — &эо) 


buo (172; 020 — 3(—@әв + V6å22))uo(V2N2, 022 — 1(V6àoo + 2å22)) ). 


2 
gdzie NA, wynosi N4, = {1 + e 40 (V3å20-V2å22) J: 
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(b) na reprezentację В: 


Wiza (0220, 022) = (588) 


V к (14 (12, Оор — Ao) шо (V 2m2, Q22 — дээ) m 


БАЛ (тр, 020 — 2(— 0 F V6ào2))uo (V212, Q22 — L(V6ć0 F 262)) ). 


2 
gdzie NB, wynosi Np. = {1 = e 172 (Заза удз) ). 


Rodzina funcji kwadrupolowych otrzymanych z rzutu 
ui (n2, Q20 — Qoo)uo( V 212, Q22 — дэ): 


(а) па reprezentację А}: 
фе (09, о022) = (589) 


{ш (m, Q20 — доо) ио (V2, 022 — å22) > 
ти (ma, az = 3(—Azo + V6>>))uo(V2n, Q22 — 1(V6å20 + 2&әә)) + 
(na, Q29 — 5(—@20 ag V6åə2))u1 (v2na, Q22 — 1(\/6&эо T 2åə22)) ), 


Puo 
gdzie № wynosi: 
/ 1 „— inż (Издава) 
Ме (590) 
2 
<Í аве (Уза Удав) ү 3nż (V3óo — бы) |, 
(b) na reprezentację Bi: 
(591) 


KACZE оз) = 
{Ий (1%, ооо — доо) uo(V 272, 22 — ёоо) + 


1 
tu СЯ Q29 — 5(—do ей V6d2)) шо ( V 2m, Q22 — 1 (баљо 6 2622)) = 


УЗ (тр, Q20 — 5(—oo F V6å22))u1 (V2np, Q22 — L(Y6d0 AF 2622)) ). 


4 Чо 


gdzie Np, wynosi: 
1 1-4 (Vaan Уза)" 
NB, = 166 42 (592) 


2 
> {4 F ge 173 (V3å20-V2å22) = 3n? (Зао = Уда)? |. 
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Rodzina funcji kwadrupolowych otrzymanych z rzutu 
uo (2, ао — доо) ш (V 27a, a22 — боз): 


(a) na reprezentację A: 
ФА (азо, 022) = (593) 
NT | tuo (na, Q29— боо) 11 (3/2, 022 — A>) + 
Au (тр, 020 — > (—óo-+ /'б@әә)) uo (М2, Q22 == 1 (V6óo-+2>)) T 
jU0 (m, 020 — 5 (—à20+ v6å22))u1 (v2na, Q22— 1(V6ó20+ 262) ) T 


EE с: 
gdzie №, wynosi: 


2 
NĄ, a Le 1% (3620-2622 ) (594) 


2 
x {4 + Вел" (8426 2622) + (\/3З&җ = Уб) |, 


(b) na reprezentację Bi: 
ba (0220, 022) = (595) 
7 I БАЛ (тр, О2о боо) U1 (2, 022 — A>) = 
1 
tt (тр, Q20— 1(—@0+ V6422)) ио (v2na, Q22 — 1(V66>9+ 202) z 
iuo (n, 020 — 5 (—à20+ v6å22))u1 (V2m, 022 — 4(V6620+262>)) | 


a$ 


gdzie Np, wynosi: 
© o o 2 
NĄ. = Leam (V3å20-V2å22) (596) 


2 
xd =a. 8172 (V3å20-V2å22) _ nż (vV3å20 a Уб) |. 


C.2 Funkcje oktupolowe 


Funkcje opisujące oktupolową część wibracyjną otrzymane są z czterech funk- 
cji początkowych. 


Rodzina funcji oktupolowych otrzymanych z rzutu 


t (ns, &30 — &зо)шо(М/2пз, оз ш Az, )uo(v2n, озо = з) uo( V 213, 53 = йз) : 
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na reprezentację A+: 


x42v2u (ns 


+2Y2u4 (13. 


(FHA: 
vib3 


Y (ази) = YN; TB 
, 30 — зо) uo (V 203, azı + åh Juo (V2ns, 035 — бо) 
Xug(V2n3, as + Ó33) 
д) 


Q30 — &зо) шо (V2n3, Az, — A, )uo(v2n3, ол — 
хио(М 2з. Q33 — 5з) 
—2\/2ц\ (лв, &30 + зо) uo(v2n3, 031 — åh |uo(V2n3, Az + б) 
хио(М 2з, a33 — 5з) 
—2\/2и\ (13. Озо + &зо) uo (V2n3, Az, + dg, )uo(v2n3, A32 + б») 


+y Bug (7з, Q30— 
X ug (v2n3, Az — 
убио (ns, &30 — 
xuo (203, 052 — 


+V3uo (13, Q30— 
xug (V 203, a — (— V10dt3, — V6d33 )) wo (v/2n3, az3 — 
) 


убио (ns, &307 5 


X Uo (V213, A3 — 
— V 3uo (лв, Озо 
X ug (v2ns, 035 + 


+v5uo (ns, Q30 + 


xug (213, 055 
—v3wo(13, озо + 
xwo(v2n3, оло 4 


+y Bug (ns, ©з + 


X uo (V213, 035 + 


+ (УЗ — 5053) w (v2ms, оз К 


моз ье ahg + 053) 
+ v5ć33))w (V 213, az, — 7(V3Ó30— V 10455) 
H v6633))uo(V2na, ag —1(— V5ó30 — V Gd5) 
+ v5óg3))uo(v 213, az, — 1(МЗ&зо— V1065,) 
+ V6633))w (М2пз, a33— 1(—V5dzo— Уба) 
R ))ui (V2ns, az — 7(V3Az0— У1005,)) 
2(— Е) 
ио (3213, dzy — 4 (V330 — У104%,)) 
)ш (V2ns, аз 1(-Убӣзо– Уба») 
(W 3630— У104%)) 
+ 1(—М5дзо— V645>)) 
(V3ć30— У104%,)) 
4(—V5430— V604)) 
1(V3ó30— v 1065 )) 
(= МБёзо— уба 
1(V3Ó30— V104 
I- V5å30— V Gd, )) 


 (V3dg, — \//5дз)) 
a= vV1045, — КД 1 
) i 
a V10d3, — V6d33 )) wo (v2n3, оз 

3(W 3d —v5ć33)) ug (v2ns, Ozi 
i vV1045, — Мбӣзз )) w (V2ns, a33 4 
¿C 3d3, + V5Bózz ))ш (М 2з, о5 + 
(W10dz, T V 6433) )) wo(V2ns, 033 + 
(—v3óg, + + vBótzs) )uo(V2n5, ag + 


V10d5, F Мба) (М2, зз + 


1 32) 
2 32) 
a( 


| 
| 
i 
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gdzie N4, wynosi: 


3,2 82 2 (363 45,2-68,2 4652) 2 2 
Na, = е 580: (вет 9301443; +6035 4033 + 8еЗ' 63 


о 9 о оу oł 2 o оу оу оу oł 2 2 
+(46% — 44 3Ózoćz, + 3&,2 + AV BÓzodzz — 2Y 5d, Óz3 + 5032)12 х 
e23 (582+3da064, — V 10A4 6 — VBózoóh3— 661, ) 
99 o оу o! 2 o оу оу оу о! 2 2 
+ (46:30 -+ 44 3Â30å1 + За; — 44 Bórzydiz3 — 2y 150g, O33 + 5032) 12 x 
ез (582—\/Зазо&А+у СО) 
99 2 Ag оу оу °/9 2 5282 
° 232 n2(4,213,2 
+8(2639n3 — 1)е?%% Е + e 3 (ваа) (597) 
oraz 
22 _ 22 2! 2 AD) 2! 9 
83 = Озу + 2(&з + 032 + 033), 


па reprezentację Ву: 


WE (as) = 5 
(2V2u (ma, Озо — &зо) uo (V2n3, Az, + dg, uo ( V 20, 085 — ё) 
xw (V2n3, ahs + 053) 
+2y2u1 (n, Озо — зо) uo (V2n3, 031 — åh )wo(v2na, 035 — A32) 
us (Ато =A) 
—2\/2ц\ (13, «зо + зо) wo (203, 081 — åh uo(v2n3, aba + ёо) 
хао (Ут, б) 
—2\/2ил (1з, озо + дзо) ио [V 27], ahı + Gzy Juo (М 213, aha + Ao) 
Xug(v2n3, о%з + &33) 
(—v3ó3, + v5óż3)) w (М2пз, az, — 1 (V3630— V 10437) ) 
(1045, A V6ó33))uo(vV2ns, 033—4(— М5ёзо— V 663» )) 
(—v3d, + V5ú5s))uo(V218, az, — 1(V3å30— 1045) 
(VT + - V6453))w (М2. 053 = Мбдзо – Уба» )) 
(Мёд — V5d33))u (v2ns, Az — 4 (V330— 104%) )) 


— V 3uo (ns, Q30— 
Xu (273, 05 — 
+V5uo (ns, Q30 — 
xug (V2173, о%»— 
—3uo (ns, 030 — 


1 
2 
1 
4 
1 
2 
1 
4 
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xuo(V 203, 032 — z (~v 1065, — Убазз)) uo(V2n3, a33— а v5å30— v6d;,)) 
+y5wo (173, озо 3 (V3d3, — 5653) Juo (М 2з, 05, — 1(V36 g0— У104%)) 
xw (203, a — 1(— vV10ć3, — V6d3 ))ш (\/2пз, az3— }(— vV 5å30— V665)) 
+v Bug (пз, озо + 5(МЗё5, —V5óżz3)) w (V 23, a% Się 1(У3дзо = V10d5)) 
Xuo (3218, 052 T = vV1043, — /'6д53 ))u o(v 273, abs wa V5ógo— V6457)) 

)) 

) 

) 


1 
4 
—vV5ug (ma, 30 + 5 (W 3d, — V5Ó33) uo (V2nB, az, + 4 (3d30— V 1057) 
Xug(V2ns, оза + z(— vV1043, — V6á%s 
+v Bug (13, a30 1 
xuo (203, 052 + 
убио CH 030 + 


X ug (v2ns, abo + 


e= 


Jw (V2n3, az3 je [= мазо V 65) 
F(= V343, + У5дзз Jw (v2ns, az, + 1(МЗёзо— V106%o)) 
(V10á%i + біз) ) uo(V2na, a33 + = V5ógo— Мба )) 
(— УЗ& + - VBÓżz)) чо (М 205, ag, + 4(W330— V 1063)) 

)} 


lą NI El NI 


4(V10óż, + Мба) ш (М2, зз + "= М5ёзо— Мба) 


gdzie Np, wynosi: 


Np, = 2.737888 {вет (362, +ad,? +66,3+46,?) + 8e3 63 
о 9 о оу oł 2 o оу оу оу oł 2 2 
— (402, — 4V 3å30å1 + Заз; + 4V 53083 — 2y 1503103: + 5033) x 
cm (582 -У3аз08%, — 1086405, — 53665 Убада) 
о 92 о оу о! 2 o оу / оу оу о! 2 2 
e 4n (588-VBóaodf + TO, д +убёзод5а+у/бё аз) 
99 0/9 / оу оу о/ 9\9 5222 
8(2ó2,n2 — 1)е?# (1 + 28 (82442) 508 
+8 (20/3073 e" +e , (598) 


na reprezentację А 2: 


тоз) = уан» 

I — 2\/2и\ (ma, азо — зо) wo (203, azı + åh )wo(v2na, ол» — б) 
хио(М2пз, 033 + ёз) 

+2\/ 2и, (13, озо — зо) wo (203, 081 — åh )uo(v2n3, оз» — бз) 

xuo( V 27, a33 — 5) 

-+2\/2ил (13, озо + 30) ио (А213, ahı — Ay )uo(V 203, aha + 55) 
xwo(v2n3, a33 — бзз) 
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—2v2u, (пз, азо + &зо) чо (V2n3, ay + &%) uo( 213, 05 + 5) 
Xug(V2n3, 033 + 33) 

(—V365, + Мда) (\/2пз. azı — 4(V3430— V 10457) ) 

v10å% T V6ó33))uo(vV2n3, Ca — mia V5Bózo— Убав) 


+v3w (пз, Өзо— 3 
xuo (V 213, a52—4( 

Убио (тв, азо 2(—УЗаз + Маз) шо (М 2пз, ag — 1(МЗ&ёзо— 100%) 
xuo(v2m3, 05 — 4(У1003, + V6óż3))w (М2пз, азз – 4(— V5@a6o— V 645) 
—V3to (пв, ав0— 2(У343 — Уаз) ) w (V2ns, az, —4(V3430— У104%)) 
xuo (V 203, 03 — 7 (—V 1065, — Убдзз)) uo(V 213, 033 — 4(— Убазо– V 645) 
+v5wo (ns, азо— 5 (V 365, — V5óż;)) uo (V273, аз, — 4 (V 36s0— V 10å52)) 
хио(МЭлз, ag — z(—V 105, — V6ó$3))w (V2ns, oss — z (—V5dso— V 645) 
Ty 3 (т, KR z(v34$, — /5д)) ш (М2. оз + 1(УЗазо= У100%,)) 
xuo( Vrs, оф + 1(— 1064, бал) о(У 2л, as + 1(—у/5ёзо— Убд)) 
– убио (ns, Q30 T z (V33 — М50%3) )wo(v2n3, agi + 4 (W 3ó30— V 10457 )) 
хиз (V2m:, 952 + (— 104 — 64; )) u (V213, озз + —v5ó3o — V6à5o)) 
—v3w (173, озо + (— МЗ&у + VBÓz3 ))ш\ (V23, Ohi L V3å30— V T0å42)) 
хот аз + ү(У1бд + Уба) (VB, at, + 1(—у/5йз— VG) 
+v5uo (пз, озо + (—V3dh, + VBdzą) Juo (V 273, abı ЗВ 1(\/З&зо — V 1065, )) 

)} 


хио (3/21, озо Ra v 1063, + Мбазз)) ш (М2, a33 + (= V5ózo — V 643) 


RE 


al 
i( 


ко юке ele мн 


gdzie N4, wynosi: 


бс o sł ө. gt o 
Арл Od Í _ ве” (388,4-4832+6432-4452) возд 

о 92 о оу CZAD) ° оу / оу оу 919 2 

ез (582+v3dz064, — V Tå åa- V5äsoäha— 6616, ) 
29 o оу 0/9 о оу оу оу 919 2 

— (402, + 4% 3Ó3005, + 3637 — 4уБазой»з — 2Y 15B5,Ó53 + 5633 )13 x 
ез (582—\/3&зо&\+у I0ó4,64+Vózoó44+ 66764, ) 
99 0/9 / оу оу 19) 9 5282 
° 22 э? (å? +a, 2 
+8(26313 — 1) e2n365 (1 — ,2m(448+48) I (599) 
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na reprezentację В»: 


Wyż (asu) = Na TG x 

I — 2\/2и\ (13, озо — зо) wo (V2n3, az, + 31) чо (V2n3s, о» — бз) 

хио(М 2з, a33 + дз) 
+2 2и, (лз, Q30 — Ao) ио (V213, @ А = åh Juo ( V 22), оло = бло) 
хив (М2, a33 — дз) 
+2\/2и\ (лз, Q30 T зо) wo (203, 031 Ea åh Juo (V2ns, 055 g Âa) 
X ug (v2ns, 033 — Åh) 
—2\/2и\ (лв, Q30 T зо) uo(V2n3, 0831 b åh )uo(v2n3, 032 T Az) 

хио(М2пз, az3 + 9) 

—V3ÓB, + М5дзз)) ш (v2ns, az, — 1(УЗӣзо– У1005,)) 
V 1085, + V6453))uo(V2ns, a33 — 1(— V5ås0 — V6d3,)) 
(—v345, T V5dz3))uo (V2n3s, zj — 4 (W 3430— V10d3,)) 
(W 1045, F Мба) (М 2з. 33 — 4(—V5d30— V665>)) 


—V3uo (93, 030— 
xw (V 273, 03 — 
+v5uo Q30— 
Xu (V213, 05 — 
+v3uo (пз, «зо— 3 (V 3Az, — VBÓ33)) ш (V 213, ahı — 4(Y 3Ó30— /10д%)) 
Xug(V 23, 055 — 1(— 1063, — V 6633 )) wo (V2n3, a33— da V5ć30 — V 6652) 
—v5uo (173, 030 — 3(V3d3, — VBdzg) ) ug (V 273, 03, — 1(3430— v1063,)) 
Xue (V 273, 03 — 1(— V 1063 — V6d5z ))u .(v2na, a33 — 4(—V5dzo— /'бд%)) 
—3uo (13, озо 79 5 (За — /'5&з)) w (А213, ол, ЕБР +(МЗёзо— У104%,)) 
Xug (203, Oza T 1(—У1005 — уба; )) wo (V213, ahs +3- vV5å30— V6637)) 
) 
) 
) 
) 
) 


+v5uo (13, азо SĘ 3(V3d5, — V5453) uo(V 273, ол Fa DE 


xw (V2n3, 055 + 1 v1 0а, мба, ш (М2пз, оз + 


i 

( 
= а 
+v3w (пз, a30 + %(М//'З&% + VBóżz3)) ш (А213, 05, + fi VB, ) 
xuo( V 203, олу» T 4(v10d3, + уба 3 26 

2 i 

| ię 


) 

) 

3 ) uo(V2ns, оз» T 

—v5wo (13; a30 T (732%, + „58%; Juo (v/2n3, a3, кН — 


хио(М 2з, сә + V 1043, + V6dż3)) ил (V213, a% + 
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gdzie Np, wynosi: 


a o gł gi aF o 
Np, = a e 90868 Í = Зе" (36246, 7+667+46,2) “Ë Re3n363 
99 o оу о/ 2 o оу оу оу о/ 2 2 
+ (463 — 4\/3&зод + 303; + 44 Bórzydiz3 — 2y 150g, O33 + 5&з3)1% x 
e23 (582+ V3ås0å51— V 1044 6 — VBózoóh3— 661. ) 
о 92 о оу о! 2 o оу оу оу о! 2 2 
+ (463, + 44 3Ógod3, + 3632 — AV BÓzydzz — 2% 5d, Óz3 + 5032)18 х 
ез (584—\/Зазо& +V T0} åh + V5ås0å4 +V 6j) 
09 gia / оу оу о/9\ 9 3202 
° 282 n2(a 216,2 
+8(263913 — 1) є?%% (1 — с (ара) š (600) 


na reprezentację E: 


Pierwszy wektor bazowy ma postać: 


бол (озн) = 4 хх 
| — w (73, 030 — зо) чо(мМ'2пз, 95, + д5) чо(М2пз, аз — дз») 
xuv (V2n3, 053 + д5) 

+u (73, азо — азо) чо(М 2з, ©з — &)шо(М2пз, 032 — A) 

xwo(v2n3, abg — даз) 

—и (18, 030 + 630) wo (V 218, оз — дз) шо (213, о%ә + 5) 
xug(v2n3, ahs — д5) 
+ (1, Озот йзо) шо(М 213, az, + Az, Juo(V 2m, 035 + A3>) 

xwo(v2n3, aba + ål) |. 


gdzie Np; wynosi: 


NiE 1е-%% (e (zró?) _ 1) (er (63262) +28232 — 1). 
(601) 
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Drugi wetor bazowy ma postać: 


Jaa) = үт руз x 
{ — VSuo (na, азо— (— V3óg, + VBd3)) ил (М2, 3, — 1(\/3&з— V 10647) 


2 ) 
xug (V213, 089 — 1(У1043, + - V6ó5s))uo (М2пз, a33—4(— У5ёзо— V645)) 
+v5uo (173, азо 5(— V 3d, + М5ёзз))мо(М2пв, abı — 3(V3A30— У1005,)) 

i ( ) 


xuo[ V2r]a, 055 — /10&5 + V6ó33))w (V2na, 053 — + (— V5ó3o = V 6437) 
+vV3uo (13, азо 3 (V365, —V5óżz)) ш (VZN, a, — 1(М'3ёзо— V 1065>)) 
хио(МЭлз, aż —z(—V 105, — V6ó$;))uo(V2n3, аз — z (—V5dso— V 645) 
—V5uo (73, 430 — 5(УЗаз — V5d3))to(V2ma, оз — 4(Y3630— V 1045) 
хио(М2лз, aż — 1(— 1003 — Убдзз)) ш (V2ns, ass — 1(—Убазо– V645)) 
+V3uo (пв, азо + z(V3Ag, — v 5453) ш (V2ns, аз, + q(V3430— У1043)) 
хио(М?лв, о + 4(—V 1065, — V666,) )uo(Y 2na, ass + 1(— азо Ибад) 
—V5uo (1s, азо + 5(УЗав, — Уба) мо(У2т, ав, + 4(Y84s0— /10д)) 

) 


xuo (V2m, оа + a= 1043, — Убазз Jw (2n3, az3 т 1(—v5dzo — V6d5,)) 
—v3wo (7з, азо + z(—V365, + V5653))w (V2n3, ag, + 4(V 36s0— У1005)) 
Xx ug(v273, Oza T 1 (V10ó3, + V6ć33))uo(v2n3, оз + 1(— //5&зо У, )) 
+yBug (173, озо + = V 3d, + - vBógz))uo (V2ns, аз, ш 1(4/3630— У108%)) 
хио(М2пз, а + 1(V10d + V6d33)) w (М 2пз, 033 + :(— V5óo — V 6657) үр 


gdzie Np, wynosi: 


Nro = 16-183 (e (asztan) _ 1) С (620263) + 2422 — 1). 
(609) 
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Rodzina funcji oktupolowych otrzymanych z rzutu 


wo (13, озо — Azo)w (V 273, өз — Az, )uo(V 203, 055 — Az) чо(У 273, 053 — âh) : 


na reprezentację A+: 


Wig (ази) = тст; x 

I = 2V2ug (лз, 30 — зо) w (V2n3, az + åh )uo(V2n3, 053 — й) 

Xug (V 21], a33 + 058) 
+2y2u0 (13; 30 — A30)U1 (v2ns, az — åh uo(v2n3, Az — аз) 
хио (213, 033 — ås) 
+2y2ug (13, азо + дзо) ша (v2ns, 031 — A, uo(v2n3, ол» + 5) 
xuo[V20ə, абз — ёз) 

—2y2ug (13, «зо + дзо) ша (V2n3, 031 + åh uo(v2n3, ол» + zz) 
xw (V2n3, ahs + д5з) 

—Vdu, (ns, Q30— de VB, + v5óż;))uo(V 2a, Az — 4 (V36g0— v 10. 0d3)) 
xw (v2n3, aa — 1(У108%1 T V6ć:33) ))wo(v2n3s, 053—1(— V5dzo— Уб 602)) 
+y Bug (13, 030— 5(— /'З&\ + М/5&ъз)) шо (М2пз, ahı — 1(V3639—v 106 A 
хил (М2пз, Az — 4(Y 1043, ZE V6ó33 )) uo(v2ms, a33—4(— —V5ózo— V643,)) 
МЗ&зо— V1065)) 


ш оуу Z, ио (М 2з, abı — 


) 

33)) U 

33)) 

433) —4(—V5óg0— V645,)) 
— V 3un (N3, озо + л ona + 1(М3ёзо— v 10659)) 

) 

) 

) 

) 


xuo[ V 2, 232 + ж VL0dg, — V6óża )uo(v2n3, a33 + 4&(—\/5&зо— V6637)) 
+yv5wo (173, Озо + z(W 3d, — V 5053) wo(v2ns, az + 1(4 3439 — V 10652)) 
хил (V213, оз + 
+v3w (ns, Озо + 
xuo(V2ns, Co 1 
– уби (13; Q30 + 


XU (v2ns, 935 + 


КАП 


(—v10d3, — V6ó%s ) чо (32218, a33 T = VBózo — /бдзә)) 
—V3dg, + vV5órzz )uo(V2ns, az + 4(V3430— У100%)) 
V1043, + V6d33) ))uo(v2ns, Gs + (= V5ógo— Мба )) 
—v dg, + - //5дзз)) uo (V 273, оз ш 1(УЗазо — V 1045» )) 
4(V1043, + + V6453)) ио (V 213, 033 + = М5ёзо— Мба) )}, 


Hz NI El NI 


P> “i 
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gdzie № wynosi: 


NY, = ze 366 (16e75 CZE +42) JA 16031383 


+ (34%, — 8V3Azodz, + 16432 — 2304305 + 8V1065,43 + 10632 )n3 x 
e 4n (588+VBóaodf, — 1б, 64, — 53665, Убай) 
+ (34%, + 8V3Azodz, + 16432 — 2300305 — 8VY1045,43 + 10432) x 
e47 (583-VBógodf + у1б&,,&+у/бёзод + бад) 
—2(3dż, — 16032 — 2304309 + 1032) n2e 20865 
+16(4ógży$ — 1)e>68 (1 + e (+з) )}. (603) 


па reprezentację Ві: 


Wys” (ази) = Nk res X 

I — 2\/'2ш (13. Озо — зо) (v2n3, аз + åh )uo ( V 20, 035 — бл») 

xw (V2n3, a3 + дз) 
+2Y2u9 (13, 30 — &зо) чл (v2n3, Өзү — Az, uo(v2n3, Az — й) 
xwo(v2n3, a33 — 5з) 
+2y 2ug (13. Озо + &зо) чл (\/2пз. оз — dg, чо(М2пз, оло + A32) 
хио(М2пз, a33 — A) 
—2y2ug (лз, a30 + зо) (v2ns, ahı + Az, uo(v2n3, Озо + Ó) 

xuo (V 2T]s, 053 + &5) 

= V3ÓB, SIE V5d3))uo(v2ns, az, — 2(УЗӣзо vV104;3,)) 
(V10d5, + V6d53))uo(V213, 033 — 7 (—V 5dgo— V64$)) 
(—v3d3, + v5óż;))uo(v 27a, az — 1(УЗазо = 1005 )) 
( )) 
2 


+V (ns, Q30— 


1 
2 
X Uo (v2ms, 039 — 1 
1 
2 
1 
4 


убио (ns, ©30— 


AS 


xu (V 213, aha — V10ó% + vV6ć33))uo(V2n3, a33— (— VBórgo — КД 
—МЗи (пз, озо %(М/'З& — VBdżz) )чо(М2пз, а — V3ås0— У1043,)) 
xw (V203, 05 —1(— V10d5, — V6d53 )) wo (V213, ak3 — (—v5ógo — vV 6632)) 
+y5uo (173, озо — 3 (V3A3, — VŚdźz3) ) uo (V 273, 03, — МЗӣзо = V 1065) 
хш (V203, a3— F(— V10d3, — ТД u o(v 2m3, о%— (—V5dzo— vV663>)) 
+u (пз, Озо + 3(V34z, — V5ózz) )uo(v2ns, az, + 1(УЗазо— v1065,)) 
xuo(V2qs, aba + 3(— 104, — V6dzz)) шо (МЭтв, 033 + 4(—V5óg0— /6ó6o)) 
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AI 


єє 
SIĘ — юы — 


—yBug (1з, 030 + + 5(V3d5, — vV5ótzs)) ио (М 2з, о5 + 1(УЗазо = /10&%)) 
хш (V 2N3, abs + i(- V10d3, — vV6d3))uo(vV2n3, a% + (— V5ógo — У605)) 
—V3u (13, азо + s(- V3óg, + V5d53)) uo(v 273, ag, + 1(43ó30— vV 1063,)) 


xuo(V 2з, Озо + 1 (1065, F V64:33))uo(V2ns, a33 + ż(- V5ćigo — V 645 ) 
+V Bug (13, азо т = V 3d, + + V5633))uo(V2na, az, + 1(УЗӣзо = V 1063») 
хи (V2ns, A3 + + 4(V10d4, T vV6d53))uo(V2ns, 33 + niż V5å30— V6d3>) )) , 


) 
) 
gdzie Np, wynosi: 


5 А t ° 
NĄ = Z e "8 (16676 CZA + 16e37353 


— (345, — 8V3Azodz, + 16032 — 23003005 + 8V1005 002 + 10452) х 
ез (582+ 3ås0åh — 1064 &—/бёзодь—м/б&д5з) 
— (34%, + 8\/3&зо&% + 16432 — 2V30dzoó3> — 8V 1044h + 10452); x 
38 ЕС) 
+2(3dż, — 16032 — 230409 + 10832) n2e 3733 
+16(464żn$ — 1)е”#® (1 + е0), (604) 


na reprezentację As: 


бл (бы = т s: x 

[22 (ns, 30 — Qo) (v2ns, озү + A, uo(v2n3, Az — й) 
xuo( V 203, 053 + 33) 

+2y2ug (13. Озо — зо) (3213, Az, — A, )uo(v2n3, 035 — A32) 
xuo(V2ns, a33 — дз) 

—2у2и0 (173, a30 + зо) w ( V 27], 03 — Az, uo(v2n3, о» + 32) 

PZA 

—2\/2ие (пз, азо + дзо) w (V 203, a31 + Gz, Juo (V 23, aha + д) 

хио(М 21], a33 + 058) 
УЗ (13, a30— 3 (—V36ż, + V5dż3))uo(V2na, оз — 
X ug (v2ns, A3— 4 1 (V10d3, т V6d33))uo (v2ns, 33 — 


(МЗёзо — V1045,)) 
(— \//5&зо = /'бд%)) 


= нн 
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+yv5wo (пз, %30—3(— V3óg, + V5å%3))u o(v2ns, ag, — 4(V3A30—V 10d3)) 
xw (V273, a — 4(V 1005, + V 6433) )uo(v2ns, az3—4(— V5ózo— V643>)) 
—v3u (пз, 030 — 3(V3d3, — М5053) )w(v2n3, ол, — 7(V3Ag0—V1063)) 
xuo (V 273, 032 — (—V 1065 — V6óż3 )) wo (v2n3, az3—4(— V5ógo— V 663) 
+y5uo (13, озо (7305, — У505з)) uo (V 273, akı — F(V 3630— V 10652)) 
хш (V273, өзә — 1(— 1043 — VGóż3 ))u o(v 273, 053 — = V5ógo— V бдзә)) 
+v3w (тз, озо + 10325 — V5ó33) uo (203, 051 + 1(М3&зо— V10å42)) 
xuo [V 23, оз» + 4(—V1043, — Убӣзз)) uo (213, ass + ;(—V5630— V645>)) 
( 
) 
) 


—v5wo (13, a30 T E(V3åh — V5ć33) )wo(v2na, abı т МЗӣзо — V 1065)) 
xu (V2ns, Az + 1(— 106g, — V 6dż3 
+V ui (пз, озо + 
хио(М/2пз, 05 +1 

з 
1( 


)uo (21, оз е V5ózo — V6á5)) 
(—v3ó5, + Маз; )uo (213, о, + 1(V3630— v1043,)) 
(V10G3, + v 6dż33) ))w(v2ns3, az + 1(—\/'5&зо— Уба, )) 
(—V3d, + V5ćzą) )uo(V 273, o, T 4(V3630— V 1065; )) 
V10ó3, + /'6&)) шо (М 203, a33 + 2(— V5ó30 — V 6632) ) |. 


убио (13, 30 + 
хи (v2ns, Q3 + 


gdzie №, wynosi: 


А a zł > 
Ne p| e 888 T — 160773 (@+в2+в2) + 16e2n363 


— (322, — 8Y3Azod3, + 16032 — 23003005 + 8V1065 52 + 10452) x 
ез (52-38040, -V T0å áf, — 563061 — мбё%&%) 
— (34%, + 8\/3&зо&%у + 16432 — 2\/30дзод%ь — 8Y1045,3 + 10632 )73 х 
ез8 ЕС) 
—2(3ó2, — 16032 — 2304500 + 10432) n2e 27383 
+16(405212 — 1) е? (1 — e (880+2443 )) ), (605) 


na reprezentacje B>: 


(+);В 
Оз (Ози) = \/ к a 
{2V Zuo (лв, озо — @зо) ил (V2n3, ahı + Ay) чо (V2N3, ot — 5) 
Xug (213, ahg + даз) 
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Xu (v2ns, озо + 


+2vV2uo (13, ao — дзо) u1 (v2n3, 03] — 

xwo(v2n3, a33 — 
Ш &зо) U (\/2пз. 031 = åh )uo(v2ns, ол GI 52) 
xwo(v2n3, a33 — з) 


—2v2u9(13, азо 1 


—2 V 2uo (13, азо - 


+v3u1 (13, азо 
xu (Y 203, 05 — 
– убио (n3, 030— 
хи (V2na, 052 — 


з) 


H &зо) u1 (v2ns, Az + åh Juo (М2пз, 035 + 


Xug (203, a33 + даз) 


Г V5ó5s))uo (М2пз. 031 
- V6d55))uo(V2n3, as — 1(VBógo— уба: 
- V5d33))uo(v 213, az, — 
+ /'6&%4)) ио (М 273, ot; — i- V5ógo — V 605, 


бз) шо (V2ns, A — 


дз) 


аз) 
1(УЗӣзо = V1043,) 


) 
32)) 
1(МЗёзо— /10&» )) 
)) 


+З (пз, азо — 3(V3d3, — Уба) ио (2з, abı — 1(УЗбзо — У1005,)) 


1 
Д 


хио (v2ns, 05) = 
—\'5ио (n3, &30 — 


хш (V2n3, a3— 1(— v10óż, — КД ju 
3(V 3d, — У50%з) uo (V 203, az + 
(= vV 1045, — Vå 
(V3dz, = Мй) ио (М2, az, 
—v 1043, — КДУ ) wo (V2n3, a33 + 
ECH T V5dz3 )uo (v2n3, ag, + 
V6ć:33) uo (213, ол + im V5ógo — v6à;, 


NEM (ns, ©з + 
хио(М2пз, оз» + i 

+v5uo (13, Озо + 
хил (V213, 932 4 
— V 3u (ns, Q30 T+ 
xwo(v2n3, Oo 1 
+V5uo (13, Oo 1 


е NI ele мн 


A= Je. 


gdzie Np, wynosi: 


Г (3223, + 8\/З@&зо@® 5 


(— М100% = Мба )uo (М/2пз, 053 


o(v2ns, 033— 


ju 


) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
)) 
) 


- VBórgą )uo (v2ns, озү 1 


4(v10d3, + V6d5;))uo (V213, зз + 


о(м21в, аз T 


(—v5ås0— V645,)) 


(v3 


5(W 3d, = Е) ио (М 2з, 031 — 1 МЗёзо— /10д%)) 


—\/5ёзо— V645)) 
V3å30— У1005,)) 
1(— VBÓ3o — у6а%)) 
(МЗёзо— V1045>)) 
1(— V5å30— V Gd) 
+(МЗёзо — V 10432) 

) 
- 1(V3ógo — У100%) 

)) 


)) 
) 
) 
) 
(— V5ógo — V 6632) 


е ° К, 1 А 
№ = pse am Í — 16е2%(#+%?+%ьї) | без 


ezn (583 


° ° ° o! ° ° ° ° 
-(3dż, — 8\//3&зод%у + 16032 — 2V30dzodz + 8V1005 655 
+\Зазод5 — 1060 64 —VBdzoótz 683403) 


+ 160zł — 23083005 — 8Y10d3, dzą 


2 


m 10432) 2 х 


2 


+ 10432) т х 


6118 (502 —73авоа%, + Od, åh 53665 + 6655, ) 


+2(302, — 1603? — 2304500 + 10032) n2e 2733 
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+16(465?n3 — 1) 2665 Е — е (4) іе (606) 


na reprezentację Е: 
Pierwszy wektor bazowy: 


A (оз) = N-I x 
{uo (13; a30 — &30) w (М2пз, аз, + д) uo (V 213, a52 — аз) 
хо (V2n3, abs + д) 
+uo (03, озо — Ćzo) w (V2ns, az, — 3,)uo(V 203, 055 — zo) 
xuo[ V 2rla, ahbg — Śz3) 
+uo (73, озо + дзо) ш (А218, 05, — 851) uo(V2N3, 05 + д) 
Xue (V 273, 033 — бз) 
+uo (93, озо + дзо) w (М2пз, abı + Az,)uo(V2ns, aba + дь) 
Xue (W 23, аа + д) |, 


gdzie Мы wynosi: 


Nią = 16 С (óżo+243) | 1) (er (8а) _ 465292 + Г 
(607) 


Drugi wektor bazowy: 


—);Е 
dza (озы) =4/ NIS X 
NECH + V5dz3 Juo(V2ns, ag, — 4(V 3630 — V 1045 


= )) 
xuo(V 213, 05 1(М10д5 + V6ó5s) uo [V 2a, oss — ;(— V5àso— V6á5o)) 
Убио (13, 030— 5(—МЗёз + V5433))uo(V 213; ag, — 1(МЗёзо— V1065)) 
al )) 


— 


КЕТ (n3, Q30— 


SZ ĘĄ ZĘ 


хш (V 2m3, 03 — (W 1045, + Уба) wo (V/ 213, 053 — 3 (—V5so— баз 
Pyt (па, 020— (V3dż, — Убада) ))wo(V2ns, аз, — q(V3A30— У1043)) 
xuo (V213, a52— 5 (—V Lg, — v Góż3))uo (V 2a, ass — z (—V5dao— Убӣз)) 
– Убио (775, @зо— z(V365, — V5433)) uo(V 273, aż — 4 (V3Ag0— V 1045, )) 
хш (V 2s, a52—4(—V 1065, —V66$,5) )uo(V2na, о%з— 4(—VBdzo— V665)) 
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Nag (т, AWZ 2(УЗаз —V5ó$3))uo(V2ns, azı + + (v 3430 — V10å42)) 
xuo(V2ms, о + 4(-V10d5; —v 6655) )uo(Y 2, ass + (- У5дзо – Убав) 
Yo (13, 030 Ę 2(УЗаз — Уба )) о (М2, a% ар (М//З&зо— V 1045)) 

) 
) 


хш (321, 05 ap 1(—V10d5, — Уба; )Juo( v23, ол» +4(- V5å30— V 6d) ) 

+v3u (пз, азо + 3(—V34g, + V5433))uo(V2n3, az, + 1(V3ås0— vV 10å52)) 
Xug(V 23, 052 T (v10ć3, +T V6à5) ))wo(V2ns, a33 + (= //5ё&зо— Мба», )) 
—v5wo (13; a30 + (= V3å + - //5&з)) чо (М 2з, azı T 1(МЗ&зо— V10å42)) 
хш (V2ns, ahs + V10d3, + V6ćż33))uo(V 23, os + т = V5å30— /'бё%) ү 


1 
2 
1 
4 
1 
2 
| 


gdzie Ng, wynosi: 


-n262 ( n2(620+26.2 2n2 (6,2462 [ 
Мр» = że n3 b3 Gs às) + 1) (e n5 (42642) = 4&,?2 +1}. 


(608) 
Rodzina funcji oktupolowych otrzymanych z rzutu 


ио (13, 30 — å30)uo( V 203, оз Ж Az, us (V213, озо = A3>)uo(V 203, = зз) : 


na reprezentację A: 


dia (овы) = JRR x 
[22 (13; Озо — зо) uo (V2n3, ол + дз) (v2n3, озо — åh) 
xuo (V 23, 33 + даз) 
+2 V 2uo (ns, Q30 — å&30)uo (V2n3, 031 — бз) ш (V2ms, Az — бо) 
xuo (V2, 033 — дз) 

—2y2u0 (ns, Q30 T зо) wo ( V 21], Az — Az jw (Ув, оз + аз) 
хио(%у/213, a33 — бз) 
—2\/2ш (ma, Озо T зо) wo ( V 21]s, оз + бз) (V2ns, Az + аз) 
хио(М 2з, a33 + 058) 

—5wo (пз, a30— 5(—v 363, + VBóż3))w (V2n3, ag, — 7 (V3630— V 1062)) 
Xug (V213, 085 — 1(У104%1 ар Мбазз) ))wo(V2ns, Ag; —g(— V5ógo — V6037)) 
— uo (лв, 30— 5(— ЕТА + V5ós))uo(v 21], Az — 4 (w 3d30— V104% )) 
хио(М2пз, 03 — 4(V10dg, + V6d53) )и (М2. a33—4(— V5ózo — V6d5>)) 


Ale з 
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>v5wo(1n3, азо — 3(V3A3, — V5G33)) w (V 273, akı — F(V3Ag0—V 1065)) 
Xue (V 273, Өзә 1(— 103, — \//'бёзз )) wo (V2n3, a33 — 1(— у 5ёзо— у'бёз»)) 
—МЗио (1з, 030 2(У305, – м'5@&з)) wo (М2пз, akı — 1(М'3&зо— м/10д%)) 
хио (327), 03 — 1(— 1065 — /'6дз ))ч\ (М 2з, оз — da V5ógo— V 663,)) 
+yBuo (пз, «зо + 3 (V34g, — vVBóżz)) w (V2ns, аз, + 1(МЗёзо — V 1045>)) 
) 

) 


( 
хио(М 2з, 05 тш 4(—V1063, — V6óz3 ju o(W 273, ол» т (— Маз И) 
+V3uo (13, Q30 T 5 (W3óg, — V583) uo (v23, 031 ES 1(V330— У104%)) 


Xuo (V2n3, ол . М1003, = /6@зз ) ш (М2пз, az3 + —v5óo — vV645,)) 


= 


+v5uv (173, азо + 5(—/З& + V5Ó3 )) ш (V2ns, abı + 1(МЗ&ёзо— У104%,)) 
xw (V 203, 05 T (1063, + V6ć33) ))wo(v2ns, ahg + TE V 5å30 — V 6437) )) 
+ uo (13, азо + ż(- V 3d, + М'5ё&з)) шо (М 2з, о% + 1(V3A30— V1063,)) 

н J: 


V10d5, T Мба) (v/2n3, Os + + 4(—V5ógo— Уба) 


хио (\/2пз. abo + 


GR È 
gdzie №, wynosi: 


МЛ, == й е 31805 {вет (36346? +662 +46?) = 8031823 


5/9 0/9 ор оу ор оу 127,2 
+ (Bózj + 4y 1003, dzą + 8035 + 2Y 15451853 + 4/6850 + 3033) x 
ез (582+v3dz064, — V Tå, åa- VŠäsoäha— 6616, ) 
5/9 / ° SI 0/9 / оу оу ор оу 127,2 
ез (582—\/3&зо&+у 108,,8%+у/5ёзоёд%з+у/68%&) 
gl oł 87,8 U 5,232 
—2(503? — 8432 + 2V 1565, dzą + 33 )nze21385 


+8(adążnż — 1)е (1 + е2 (82428) JJ: (609) 


na reprezentację Ву: 


(+);Bı = 1 
Pos (Ози) = NË 16/2 


{2V Zuo (13, озо — зо) шо ( V 203, Olzy + 5) ш (3213, оз» — бз) 
Xuo(V2n3, aha + 53) 

-+2\/ 2и 030 — @зо) чо (V 213, agi — Az, wi (v2ns, озо — а) 
xwo(v2n3, a33 — бзз) 

—2\/2ш (13, Озо + дзо) чо (V2n3, Olzy — åh Ju (Ув, оз» + до) 
xwo(v2n3, a33 — ås) 
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X 


—2v2ug (ma, Q30 + зо) wo ( V 27), озү + а) (V2n3, озо + до) 
хио(М 2з, a33 + д) 


Мио ©з — 


xuo( V 2з, озо — 


VBuo (ns, 030 — 
ио (v2n3, 032 — 


VBuo (ns, ©з — 
xuo (V 203, 03 — 
V3uo (лз, Озо — 1/3251 za 
1(>v1044, — 


с 
a= 
i( 


10 Az, + 
1(Y3d3, = 
1(— 106, — 


SA 


- V5ó53))w (V2n3; озу — 
V6d33) o(V2ns, a33 — 


T V5ćz;))uo (V2ns, Өзү — 


- убаа) ))ш (vV2ns, 033 — 
VBóżz) U (v2ns, озү T 


)) 
V6dż3))u 
V5dż3))uo (22, 031 
Мба; 
) 
) 


o(V2ns, Q33 z 


Ju 
) 
)) а (V2na; оз — 1 
) 
) 


1(4 3439 — V 1065.) 
:(— V5å30 — V66>)) 
*(v 3430 — У100%,)) 
(— //5дзо — С) 
(V3dzo — У100%,)) 
(— V5å30 — V6d5>)) 


1 
4 
1 
4 


4 


zaj 1( 30 ЕЕ V10d3,)) 


(= V5å30 = V6dż2)) 


Xug (V2N3, 052 =. 4 

—v5wo (173; a30 кт 5 (Зд: — VS) ш (V 213, ол, lej 1(МЗёзо — V1063,)) 
xw (v2n3, 055 + 1(—V10d3, — V6dż3 )uo (V2ns, 33 + i- V5ógo — V6ć:3,)) 

—v3wo (13, азо + 1(V345, — уаз) uo (V 213, 051 Eg 1(МЗдзо — V10á;o)) 
xw (V 273, 08 + i- /10& — Дф ju (V2ns, оз + ż(- V5óigo — О) 
—v5wo (13; a30 W 5(— /З& + v5à5s ))ш (М/2пз, об + 4 (W 3ógo = v1043,)) 
xuo (V2n3, aba + 1001045, + Убал) uo(V2ns, аз + 1(—V5dgo — V 665) 
—v3wo (тз, a30 T 1(—V3d5, + V5Bóżz)) мо (М 2пз, abı + 1 (V3ó30 = V1043,)) 
Xuo(V2ns, ass +4 1(V10ó%, + Мбазз)) ш (22, a33 + = V5óso = V6ó%o) )) р, 


Ta A x 
gdzie Ng, wynosi: 


5 2(332 3 2160 2448 2 5 
Np, a e nha {вет (за2+4837 +643 +442) zje 5031383 
a12 оу оу o! 2 оу оу oJ оу өү 2\2 
— EM + 4y 1003, d39 + 8035 + 2V 1503, 033 + 4/6050» + 3633 )13 x 
езт 3 (587+vVBósod, — V1065, 632 —VBózoóz3— Убада) 
оу 21 97-9 ° оу оу оу Ау; 
— 41085,05 + 8832 + 241585153 — 4/6853 + 3053) х 
ез" 2 (502 УЗӣзойз +v 1042,45, + /5&so é, + 6656, ) 
о! о о o 7 5,232 
+2 (543? — 8032 + 215051053 + 3633)nże27303 
o7 232 2 (а 247 2 


— (5з? 


(610) 
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na reprezentację As: 


(+);42 ЕЕ 1 1 
vib3 (a3 u) = NĄ, 16V2 > 


I — 2y2ug (173, Озо — зо) wo ( V 203, Olzy + åh Ju (v2ns, оз» — Ó) 


—2y2u (13, азо У 


—Buv (пв, 030 —5(— V3óg, + V5óiz3)) u (v 23, abı — 
Мбађз)) чо (v2n3, abg 


2 
хио(М 273, 05 — (V1 
—\Зио (ns, ©30— = 
хио(М2пз, A32— ź( 


+V3uo (ns, &3073 
X uo (V213, A39 — 


X Uo (v2ns, озо + 


+V5uo (ns, Озо 1 3 
Xu (V213, 052 + 1 
2 
4( 


+V3uo (ns, ©з + 
X uo (v2ns, A32 + 


+2y2ug (13, азо 4 


V 1043; + 
V 304, 
V 1043, ШЕ 


V3à5 + 


xw (V 273, 053 + дз) 


+2V2uo (13, азо — &зо) ио (М2, ag — бз) 


xuo(v2ns, a33 — 5) 
Ш &зо) шо (V2n3, А = åh Ju 
xuo(V2ns, оз — дз) 


H &зо) uo (V2n3, zj + Agi) ш (21р, о5о + 


xuo (V 213, ол + даз) 


) 
33) 
V5G33) 
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) w (V2ns, озз + 
(— jw (М 2з, ahı 
(V1063, + Убада) ))шо (М 2пз, ahg + :(—v5dzo— уба; 
(= - /'5&зз)) шо (\/ 2з. 31 
V 1065, + V6ó5s))tn (М2, зз + 


(v2n3, 05) не б») 
(v2n3, 059 АШ б») 
A>) 


(МЗёзо — v 10437)) 


— 1(—V5ó30— У60%,)) 
+ V5653)) uo(V 213, az, — ;(V3A30— vV 1063) 
Мба%з)) ш (V2ns, a33 — 7 (— V5ózo— V6d3)) 
+v5uo (пз, азо 5 (МЗаз — V 53) уш (V213, az — 7(V3Az0— У1005,)) 
Xue (V273, a — 4(— V1043, — Мба; )) шо (М 21, 053 


1(—М5дзо— Убаз)) 
( 


5 (МЗёз — Мадз) ))чо(М2лз. оз — Í V3ås0— V1065o)) 
mz vV1045, — v6433))u1 (А218, оз — 
—y5wo (13, азо + 5(V365, — v5633)) ш (V213, abı + 
i V10d3, — Мба) uo(V2n3, ass + 
—v3uo (13, азо + (305 — М5а5з) uo(V 2a, ол + 
Xuo (V 213, a32 + 1 vV1045, — мба; 
V 3d, + 


4(—vBógo— Уб05)) 
1(МЗёзо— V10d3,)) 
1(— Т) 
(V3å30— У1002,)) 
1(— VBógo — V 6652)) 
+ 1(V3Ó30— V10d3,) 


) 
52)) 
т 1(УЗазо — У10025, )) 
)}, 


:(— V5d30 = V 6655) 


gdzie №, wynosi: 


NY, = = s 15 d e kB — 8,3 2 (3620465? +66,3+46,2) + $03185 


— (5052 + 410415 + 8032 + 215851053 + 4V 603-653 + 3232) 12 х 


e41 (588+VBóaodf, -V Táb 64, —У5азойба баба) 


ч; ATARI gł 5/9 JERI a ° оу РА: 
ез i МЗёзод +v 2 


+8(4å3313 — spa | —е?® шеш) К (611) 


na reprezentację B2: 


з (Osu) = WE туз x 
I — 2y2w (тз, азо — 30) uo (V2n3, abı + 05) ш (V213, 05 — д) 
Xug (V2ns, a33 + д5) 
+2 V 2uo (лв, Озо — зо) uo ( V 27), Az, — аз) (V213, 032 — ӧз) 
хио (213, a33 — Az) 
+2Y2u9 (ns, &30 + зо) uo ( V 203, az — бз) ш (М2, Q32 + бо) 
хио(М 2з, Оз — A) 
—2y2ug (13, азо + зо) wo (V2n3, озу + ёз) ш (V2n3s, aba + ёо) 
Xuo(V2n3, ол + д5) 
(-V3d5, + V5óż3)) ш (V2n3, аз, — 7 (V3A30— 1065; 
X ug (v/2n3, a33 — 4 (105 Ей V6ó5s))uo (М2лз. 053 — 1(- V5dgo— V 605» 
+V3uo (13, Q30 — H= NEC ax V5ózs) ) шо (М 2пз, ag, — 1(V3óg0— /10&%› 
xuo(v 2з, a33 — 1(М108 + V6ó53))w (М2, a33 — 1(—У'5дзо— V 65 
) 


+V5uo (13, 030 = 


М R S$, Мы 


-Vuo (пв, ag0— 2(V 304, — Уаз) а (Мв, aż, — 1(V3ógo— V1064-)) 
Xuo( 275, 032 — zV 1045, — 6633) ) o (V 273, az3— 4 (—V5óso— Уба) 
—v3wo (13, 030 — 3 (V 844 — V5Aż3)) wo (V 203, о, — 4 (V 8630— V 1065,)) 
xuo(V215, 03 — 5 (~V 1065, —v66ż)) (М2пз, a33— z (— VBóso— V6ó3)) 
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V 30 mi м104%)) 
(— V5ótzo — С) 


+yBug (лз, Озо + 1 (М/З&5\ — \/'5@5з) ui (V2ns, az + (УЗ 
i 
(w 3.30 — V10dx5,)) 
4 
дї 
4 


) 
Xug (V213, Q3 + 1(—V10d3, — V 6dz3 ))vo(v2ns, 33 + 
) 


+v3w (пз, Q30 T 1(V36i3, — V Sółzz) ио (3/21, Az, + 1 

xug (V 213, 95 T = V10d3, — /'6д3 ) u (V2n3, a53 + 

—v5wo(1n3, азо + Z(—V3Ay + /'5&5)) ш (М2пз, 05, + 

Xug(V 213, 052 T 4 (1063, + V6ć33) ))uo(V2ns, аз + = V5ćgo— Мба, ) 

—\МЗио (ma, Озо T = V 363, 48 V5dtzs) ) чо (М 2пз, azı + + 1(У3ӣзо = У1005, ) 
| 


) 
) 
хио(М2пз, 052 + V10d3, + V6óż3)) ш (М 2з, a33 + (— V5å30— /6&%) |: 


(— V5d30 z V6d35,)) 
(w 36.30 — V106:3,)) 


S eż 3 
gdzie Ng, wynosi: 
o LŚ 187; at o 
N% = =! 13 gerti md Qel (36246 P +64,2 +4852) + Re3n363 
2 


oł o oł o o o o oł 
+ (Bd? + 4V 1003, dzą + 8832 + 21503053 + 4601561 + 3853); х 
„їй (54+ уЗазод —VT0G4, 6 — 563665 s Убада) 
02 ° әу °/2 ор әу Ч 0\9 
+ (5032 — 4y 1003105 + 8035 + ŻY 1505033 — 4/6563 + 3032) 12 х 
езй (583— 363665 i + 1004, åh + V5ås0å4 +V 65a) 
о! o7 oJ о °! 57282 
+2 (5032 — 8032 + 21505,05 + 3032) т ез зз 


+8(46;żyż — 1)е?®®% (1 — em (dł róa3 ) k (612) 


na reprezentację E: 
Pierwszy wektor bazowy: 


Was Са o x 
{ — uo (73, азо — å30)uo( V 273, 931 + дз) ша (V273; a32 — д3) 
xuo (V213, abs + д5) 

+uo (173; азо — зо) uo(V2n3; оз — дз) ш (М2пз, а — 652) 

xw (V 203, ©з — åa) 

—чо(ї, азо + бза) wo (Ут, ob — бр) (Ут, ot, + dk) 
xw (v2n3, abg — 53) 
+uo (93, озо + дзо) uo ( V 293, оз + ёз) ил (V2n3, 95 + дз) 

xuo (W 23, 04 + д) |, 
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gdzie Np, wynosi: 


o Ў ГА ГА 
"n — 10—183 ) ¿203 бз? täs) _ n3 (@30+2032 BA 
Np, = ge "83е ( ) lyse ( € BPE ly. 


Drugi wektor bazowy: 


(ви, (13, 030 — 
хио(М2пз, 053 — 
+y Bug (ns, Q30— 
хио(М 273, оз» — 

убио (13. Q30— СЕА 
хио(М2пз, 0432 — 

—\Зио Q30— 


xuo (V2, ол 


хио (213, оо 


X uo (v2n3, оло 1 


хио (v2ns, 935 + 


gdzie N£ wynosi: 


(+);Е 
vib3;2 


Y 


(asu) 


Е 


1063, + уба, 


-v3 
MU 


2( 
i( 
( 
(утоа, + VGd, 


Бо V 1023; ме V6d53 
1 (V3Óz, — Уба; 
33 


5 CECH = V5d33) 


+ 10/385 — V5d53) 


F V Bug (ns, Q30 7 


Маду + V5dz3 
V 10 &з\ + V 6653) 
Ма + 


> 
( 
= 


1 
2 
1 
4 
1 
2, 
al 


оу o} 
азу + V5ó3 


= 1 1 

TĄ Nawa * 
Jw (V2ns, abı — 
uo V 213, a33 — 


— 


) 
)uo(V2ns, ag, 


Ми — LH 


) 


ju 


ш (V 23, 051 


1 (v2n3, 33 
1 (213, о 
)) w (3223, aba 


) 
) 
3) 
) 
)) 
)) 
)) 
) 
) 


v5úá5s )uo (М2тз, 031 
/10д5, T Мбазз))ш (V2n3, зз + 


ui (М2пз, 053 
— v5ó35) ш (V2ns, оз — (МЗ3ёзо — V 10457)) 
o(vV2n3, ot, — 
) uo (V2n3, 08 — 1 V 3óg0— V 1065) 
xug(V 213, 5 — 1(— 1043, — V64; )ч\ (М 2з, a3 — 
убио (ns, Озо 1 
af 1(— 1043, — Убазз 
— у/Зио (1з, азо 
+ 4(—v10d4, — V6d5; 
-v 5uo (173, озо 1 


Juo(v ns, озу - 
uo (213, аз + 


(613) 


1(МЗёзо— У104%)) 
:(— VBótgo — V Gd) 
— 1(y/3430— /10&» )) 
1(— ЕТ) 


4 (—V5Ózo— v 663>)) 
( 
1(—V5ógo— V65)) 
4 (W 3ó30— V 10457 )) 
1(—v5óg0— V63,)) 
4 (V3ó30— v 10437) 
—v5ózo — Уба) 
V 3óigo — V 10632) ) 
+ 3(- VBótgo — V 6652)) 
+ 4(W/3630— У100%)) 
1(— V5ó3o — уба») )}, 


1( 
al 


o , ! ГА 
"n — 10—122 ) 22m (ósł +438) _ 73 (230+2432 A 2n2 — 
Ngo = де 7% 346 ( a) lps e ( ; EET bg 
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(614) 


Rodzina funcji oktupolowych otrzymanych z rzutu 
wo (13, Озо — Azo)wo(V 273, Өз — Az, )uo(V2n3, 055 — Az) w (V 23, 053 — Az) : 


na reprezentację A+: 


ij (ози) = VR 175 x 
I — 2200 (18, азо — дзо) uo (V 273, о% + Gzy Juo (V 203, 052 — 85) 
хш (V2ns, abs + 58) 
+2V2uo (пв, азо — зо) ио (V 27, оз — Az, )uo(V 213, 055 — Åbo) 
хил (V213, aha — дз) 
+2y2ug (173, азо + зо) wo (V2n3, Ag, — A, uo(v2n3, оло + д%›) 
xu (V2N3, 053 — åh) 
—2y2ug CH Озо + vao) uo (М 21), оз + б) uo(v2n3, Azą + Ót32) 
хш (V213, a33 + д5) 
+v5u (пз, 030 —3(—V3A3, + /'5&з)) чо (М2пз, a31 — r(V 3630— V 10639) 
xuo(v2m3, 05 —4(V 106g, + V6óż3))uo(V2ns, a33 — 4(—V5ógo— V645)) 
И V3uo (ns, aso— 2(— УЗёу + v5óż;))uo(v2n3, ag, — 4 (V3A30— V 1063, )) 
хш (V2m3, 032 — 4 (V106% + V6ó53))uo(V2ns, oss — 4 (— V5@%ao— V645)) 
94 (пз, азо 3(Y365 — Уба) )uo(v2ns, az — 2(УЗёзо — У104%)) 
хио(МЭлз, ag — 4(— 71008, — V6ó$3))uo(2ns, oss — 2(—Убазо– Убаз)) 
—v3ug (1з, 9з0— 5(УЗӣз, — УЗӣзз)) wo (V 203, 03, — 3 (V330— У1003,)) 
xw (МУ? a — 1(— 1060, — Уба) ua (Vn, aba (азо Уба) 
туби (т, Lo z (V3å51 — V5å53)) uo (V213, оз + + (v 3430 — V 10652)) 
хио(У?тв, оз ta У10&5 — Убёзз )) vo (V213, озз + 4&(—\/5&зо— V6637)) 
)) ( 
) 
) 


+v3w (ns, A30 T 3 (35, — /' 583) uo ( V 27], озу + a МЗёзо— V 1045) 
Хи (v2ns, Az + 
—vV5w (ns, Озо 
хио(М2пз, 932 + 

—\Зио (ns, Q30 T+ 


хи (v2ns, озо + 


= | 


(>v10ó5, —v6óż5))uo(Y ns, азз + 1 
—V dz, + V56$3))uo(V 213, озу + 1 ) 

V 1065, + V 6033) )) uo(V2ns, оз» + 4(— vV 5å30— V603 )) 
—МЗ&зу + V5å3))uo(vV 2n, аз, + 4(V36g0—v 1044) 

4(V1043, + + /'6д%)) чо (М 203, 053 + 1(— V5Bógo — V 6637) ) |. 


(= V5å30— V Gd.) 
(V3å30— V 1065) 


=, юк ele мн 
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+ 17 CA 
gdzie NĄ, wynosi: 


5 ° git gł A 
№" = ңе?! (16078 (аага) + 16е37828 


+ (5óży + 23043085 + 6032 + 8Y5dzodzą + 8Уба%053 + 16052) 2 х 


е118 (588+VBógodf, — 1085,82, —У5азойба баба) 


+ (58%, + 2У304з0@5 + 632 — 8у5ӣзойуз — 8Y60zą655 + 16032)12 х 
e4 (588- Vody +V TO åh + /5ós665 6655, ) 
—2 (542 + 6032 + 243005005 — 16032) 2 e33 
+16(45594 — 1) (1 + e% 182802) |: (615) 


na reprezentację Ві: 


Wys”: (ази) = NE тву * 

I — 2y2ug (13, азо — зо) wo (V2n3, озү + Az, Juo ( V 27, ол» — б) 

хи (V2n3, 33 + Óz3) 
+2v2u0 (13, азо — zo) wo (V2n3, a3y — Gz, )uo(V 273, aha — бу») 
хш (V2n3, о%з — Gz) 
+2y/Żug (ns, Q30 T åso)uo ( V 203, 031 = Az, ug (V2n3s, оло Ел до) 
хч\ (v2n3, 033 — даз) 
—2v2u0 (пз, азо + &зо) чо(м 213, a31 + zy) шо (М 213, ол» + 55) 

хи (213, ahs + дз) 

– уЗ + М5а5з)) uo(V 273, 05 — 7(V Зазо — 10045 
V1063, + /'6&5)) мо (М 2з, a33— 1(— У5дзо — V 60%, 
4/3051 а V5dzs) ) шо (М 2з, ag, — 1(УЗӣзо = V 10G5ą 
vV10dż, + V6ć53))uo(v2n3, az — 4(— V 5036 — мб 

+v5u (13, a30 — 5(У305 Уаз) ))wo(v2ns, az, — 7(V3óg0— V 1065)) 
xuo(v 21), Az — 3 (— V1043, — V6d53 ))u o(vV2ns, az; — 7(— VBótgo — V 6652) 
+v Bug (13, a30— 5(У30% — VBórgg) )шо (М 2з, олу—1(МЗё&зо— V 10&5)) 
xu (М2, 032 — 4(-V10d3, —v6d3;))u ио (\/2пз. Q33 — 1(—v5ó30— V6d3,)) 
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—v5uq (ns, @30— 
X ug (v/2n3, 032 — 
— Vau (ns, Q30— 
хш (Y/273, 02 — 


РЕ СРИ ЛОИ САР, 


—v5u, (їз, Q30 7 к 1(V 3d, — V5d33) uo V 21], az, + i 
xw (v2n3, Q33 + = v 10dz, — V6d53 )wo(v2ns, a33 + 
— V Bug (лв, Q30 + 1(43ó5, — V5ó3) ио(М2пз, 031 ЕЈ + 


) V3å30— V106ż3)) 
) 
ХШ (v/2n3, aa ЕП —v1043, — V 6453 ))wo(V2ns, азз + 
) 
)) 
) 


(v3 
1(— VBóo = Мба) 
(\/3д% go V106ż3,)) 


— V5å30 = уба») ) 


)) 

М10а%1 ЕВ Мба) uo ( V27], a33 + 4(—V5ózo — Дф )) 
—43d5, + VBózz )wo(v2ns, Az, + F 1(V3Ó30 = V10dx,)) 
V10óż, + \//6дз)) чо (V 27), a33 + = М5дзо — V6ó5,) )}, 


+ v5u (13, озо + 5(-V3dz, + У5053 )uo(V2ns, оз + V3A30 = /10д› 


2 
xwo(v2n3, ол T 1 
2 
ś( 


T V3u9 (173, озо ай 
хи (V2n3, 05 + 


š 11! g 
gdzie Ng, wynosi: 


o 5 о! RA Š 
NY, = pe "EK бен (Р) + Get 
|. 


99 ° оу 0/9 о оу ор ój 0/9 2 
= (5030 + 23003085, + 632 + 8Y Bózodizz + 8Y G6d3ą33 + 16053) т x 
ез (582+Bózoóź, — V 1042,45, — V5äsoäha— 6838/3) 


— (58%, + 2V 30ózoĆ3 + 6642 — 8V 5å30453 — 8Y 605655 + 16032)12 х 
e 4n (58#—\/Зазод, + уба, д T 53665, F /684,á6, ) 
+2(562, + 662 + 243045009 — 16032) n2e 2758 
+16(4dgżnż — 1)е?%% (1 + eå (012852 ) J: (616) 


na reprezentację As: 


dus (Ози) = Г тел * 
{2V Zuo (лв, 030 — зо) чо(%223, as + åh )uo(v2n3, Az — б) 
хи (М 2з, 053 + ддз) 
+2Y2u9 (пз, Озо — зо) wo (203, 081 Е а) uo(v2n3, Озо z &) 
xu (v/2n3, a33 — 5) 
—22uo (пз, азо + дзо) wo (V 273, a1 — åh Juo (М2, aha + д) 
хи (213, a33 — 5з) 
—2y2ug (13, «зо + зо) wo (М2, Az, + åh )uo(v2n3, Olgą + 53) 
Xu (Ув, зз + 5з) 


229 


+võu (173, a30— 
хо (V213, 032 — 
т V3uv (пз, азо 
хш (У218, 032 — 
+\/Бил (з, азо 2 (V365, — V5óżz) Juo (213, об — 1(М'3ёзо— V 1065>)) 
хио(У218, aż — 4(—V 1065, — V6655))uo(Y Zna, a55— 4 (—VBóao— V 605) 
ШИ а ор RAE, 
33))u —1(-v5Bdzo — V665)) 
—5ui (13. Озо + own + 1 (V3Ó30 — v 10659)) 
) 
) 
) 
) 


—V dg, + v5ó3;) )uo(v2n3, о 1(МЗёзо— vV1043,)) 
v10d5, т Мбазз))чо (М/2пз, az3— 4(— V5ógo— мб V6d3 )) 
—V dzy T v5óżz))uo(V2na, Az — 4 (V330— v1043,)) 
V1045, +T V643;))uo (v2np, Ca — А (—V5dzo— V6óż,)) 


Xu (V2ma, 032 + 4(—vV 1045, — Убазз)) uo(V2n3, a33 + z (—V5Ó3o— V645>)) 
—3uo (лз, Q30 T 1(V3dy — VBór33) uo (213, 051 т 1(УЗдзо= У1005,)) 
(—v10d3, — Убазз ) wo(v2ns, зз + (= VBózo — /бдә)) 
—v3ó5, + Мз ) чо (м2, озу + 1 (V34g0— v 1043, )) 
v10d3, R v6d33))uo(V 213, a33 + ż(- V5Bógo — /'6&» )) 
Заз + - VBó3))uo(V2n3, 951 T 1(УЗазо = V 1045 )) 
1(V10ó5; + V6dż3))uo(V2na, oss + 1(—М5ёзо— V 6457) ) |. 


Xu (V2ns, Az + 
—v5u (пз, 30 + 
xuo [V 213, 932 + 

—\Зио (ns, Q30 T+ 


хи] (213, Озо + 


ңын 


palą NI El NI 
A = m 


` 17 Ы 
gdzie № wynosi: 


М, 27 пе 90868 Í = 16023 (82+647+642) + 16e2n363 
— (542, + 2у304зой5 + 6032 + 8503601; + BY 6A56t33 + 16453); х 
ез 2 (588--/Зёзоё, — 1004, &һ„—\/5ёзод%—у/бёль&л) 
— (542, + 2V 30dg963 + 6032 — 8V Bdzoćzz — 8V Gdżoózz + 16633 )13 х 
ci (582— V3Az0ó6, +1085, &%+у/5ёзодз+у/6ё&%) 
—2(562, + 6032 + 2\/30& оё — 16632) n2e 233 
+16(485218 — 1) (1 — eë (é+ 26.2 )) ү (617) 
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na reprezentację В»: 


(+);B2 — EA 
Vois (Ози) = (Nm EV * 


{2V Zuo (93, озо — Śzo)uo (V23, 05, + åhı Juo (V 203, о» — 


хил (V 203, 053 + 53) 
+2 2uo (13, a30 — &зо) шо (V2n3, оз — 
хи (М2пз, a33 — 
—2v2ug (ns, Озо + å&30)uo(V2ns, Az — 
хш (М2пз, Q33 — 


—2y2ug (13. О30 T &зо) uo (V2n3, 081 + dg, uo ( V 20, Oza śl 


XU] (v2n3, aba + дз) 


ё) 
д) чо (223, оз — A) 
ёз) 
дз) чо (V2n3s, Az + б) 
з) 

ёз) 


—VBu, (в, 030—3(— V3óg, + V5diz3)) uo (203, abı — 
V6633))uo(V2n3, оз — 
Заз + v5d3)) wo (203, озу — 7(V3A30— У1005, 
A V6ó33))uo(v2n3, a33—4(— V5Bózo— Мб 
V5ć33) ио (v2ns, 0831 — i (V3å30 AR vV1043,)) 
)uo (v/2n3, az3 — 


2 
X ug (v2n3, abo — 1 
—vVBug (пз, Q30 — = 
xu (V213, 955—1 


XU (213, a32—4(— vV1045, — V6ó%s )u 
+v5u (13, Q30 
Xug (V213, 055 
+V3uo (ns, Q30 + 


xu 


1 

2 

xwo(v2n3, Q33 + 1 
1 

2 

4( 


DORE А: )) 
xo (V2n3s, A3— = vV1043, — V6d33 
5(V3ó3 ) 


—\Зио (ns, Q30— 


VBw (лв, Q30 T 


F V 3uo (ns, ©з + 
1 (v2ns, A32 + 


T 


(v10å5 


V3óiz, + 


V3à5 + 


= 


) 
) 
T 3 (VIA —v5óżz)) чо (V2n3, a31 
а= V10d3, — V 6d ))u o(v2n3, о%з T 4(—V5óg0— V63)) 
3(V3A3, — у/' 50) )) wo (М 2пз. ahı тш 
хи (V213, о%ә + лы vV1045, — V6ódż3 ) 
) 


„50853 
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)uo (М2лз. as kale У5ёзо — V 603>)) 
)uo(v2ms, ag, + z(V3 

(v10ć3, ЕД убаа) ))шо (М 2пз, ол» + :(— V5ć30 — /'б@%» 
(= - V5dg3))uo (V2ns, оз 32 
V 1065, + Y6d;3))uo(V2n3, Oa + 


(УЗазо = м104%, 
(—v5ózo— бду» 


— 


1 
4 
1 
4 


2o РСА, 


1(— V5å30 T Мба) 
( 


— Міга) ug (V2N3, Ocz, — 1 МЗӣзо = v 1063)) 
o(V2n3, 033 — 1(—М/'5ёзо— V6632)) 
T 1(МЗ&ёзо— V 10432)) 


МЗазо – V1065o)) 


МЗ&зо— V10455) 


+ 1(4/3439— V 10G:; 


) 
)) 
2)) 

:(— VBógo — V Gda) )} 


+ (IA kz 
gdzie Np, wynosi: 


NY = sze -mh _ 16e? (@+в&ў+вый) бези 88 


09 o оу oł 2 o оу оу оу oł 2 2 
(542, 2у 30030039 + 6042 + 8YBÓzyd33 + 860.0 + 16633 )1n3 x 
cm (587+VB4soó4, — 1086465, —/5á3665 Убада) 


(58%, + 2\/30&зо& + 6432 — 8V5dzodzz — 8Y66563; + 16032)12 x 
e 4n (588-VBóaodf + уба, ды +убёзод5а+у/бё аз) 
+2 (502, 46042 + 2/3060, — 16432 )nże?15% 
+16(4ógżyż — 1)e>ó8 (1 — e% 1 (601242 ) | (618) 


na reprezentację E: 
Pierwszy wektor bazowy: 


dza (озы) = уі х 

(wo (7з, азо — йзо) uo (V2n3, Өз + д5) uo(V 213, о» — б) 

xui (V213, Az3 + Śg3) 
+uo (ns, Озо — зо) uo(V2N3. озү — &5,) uo (V 27, aha — б) 
хи (М 203, aha — åa) 
+uo (73, озо + дзо) wo (213, 05, — 851) uo(V 273, a32 + до) 
XU (v2n3, Olgą — бзз) 
ug (лв, Озо + зо) ио (v2n3, Өзү + åh Juo (V213, озо M б») 


XU] (v2n3, aba + á) |. 


gdzie Лү wynosi: 


N =a 1 reth {е N3 2 (2,262) + | [ет (6,2432) — 42032 + 1}. 
(619) 
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Drugi wektor bazowy: 


doza (ози) = NE sy X 
[ Va (m ом Vä + VB64)) w(i а (Väo бды) 
xuo(V 23, 052 —F(V 1045, + V6dż53)) шо (М 2пз, abg — 1(— \//5&зо— V6G5)) 
—V3uo (пв, азо = 230%, + V5653))uo (Уот, о — 1 (W 86g0— V 1064) 
xw (М2пз, as — 4(У1003, + Убаза)) чо(У21з, a33 — q(—V5ógo— V645)) 
—vBu (т, азо — 3(V364 —v5óż;) )) wo(V2ns, az, —4(V3430— У104%)) 
хоо (V213, 052 —4(— V 1065, — /'6д%)) to (М 273, ass — j (—V5630— V6652)) 
-v3uo(13, азо— 5 (V345 —v5ć33)) ио (203, az, —1(МЗёзо — V 10657)) 
хш (V213, 032 — 2(— 710081 — V6óż3)) o (V 203, ass — 4 (— V5ós0— V 665) 
= Уби (тв, азо + 2(УЗав, — Vd$3))uo(Y2ns, ав, + 4(Y34s0— /1064o)) 
) 
) 
) 
) 


xuo (YZ, о + 5 V 1065, — Убай) io (YZ, а5 + 4(— V5óm0— V666)) 
—VBuo (пв, azo + z (V 3d, — V5å53) uo(V2n3, оз + 1(v 330 — V 1065, )) 
)wo(v2ns, ass + 1(—М/5ёзо — v 643>)) 
) 193 
4 


хи (V2n3, AB + czyl Оба: — V Gdżzz 
—v5w (13; a30 niż 


2 
хио(М/2пз, 05 +1 
2 
il 


(— V3à + v5à5s ио (\/21з. ahı + 1(V3d30— V1043,) 
(V1065, + V6d53) ))wo(v2n3, azs + 1(— V5d3o — Уба) 
(= МУЗ&з + vV5ćz))uo(v 203, az T 1(МЗ&зо— V 106452) 
V10ó3, + /'6&)) шо (М 203, a33 + (— V5ógo — V Gda) t; 


—3uo (ns, Озо T 
хи] (213, оло + 


gdzie №, wynosi: 


NË, = tei [e8 (зге) +1) Ген (бич) ваза ът). 
(620) 


С.З Funkcje rotacyjne 
Część rotacyjna otrzymana jest analogicznie jak dla grupy symetryzacji O. 
Zatem rotacyjne funkcje bazowe posiadają budowę zgodną z łańcuchem gru- 
powym Dy, D D> i mają następującą strukturę: 

Rút г, (9), (621) 
gdzie Гз- nieprzywiedlna reprezentacja grupy Duy, T3-dla grupy Г». 
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Otrzymane funkcje rotacyjne dla momentu pędu J = 0, 1, 2,3, 4, 5 mają 


postać: 


J=2 

z 1 
RA (Q) = s (ro (Q) + УЗгмә (9), 

s 3 уЗ 
Rea (Q) = y Frio (Q) — — ria (0), 
REZ = (О), 
REES (O) = ry, (Oy, 
RĘĘM(Q) = ry (О) 
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(622) 


(623) 


(624) 


Ј = 3 


(еми (О, 


=3M = 3 (з 5 (+з 
Mc (Q) = үзе (9) + үг (О)), 
WODNEGO 


вип) = ү? 


Өк (0) = ry (0), 


JE SMO 
Rep, (Q - узі T мо 


ра sa РИ ), 


IE M2 , 
REM (0) КУ Созо j- (zr Озо) 


J=4 
2 V5 (+ 
RZA, (Q) = Zrim (©) — —5-гмә (Q)), 
2 7 
RAaA(Q) = үч ) + У?г (9)), 


=ам ду: _ 1 о .( Ho 7 
Rpa, (Q) = — t ya o (Q) + V2ri (Q) — ү? 


а) + Vrr$z (0), 


(625) 


(626) 


J=5 (627) 


вн (п) = Уо) - zr), 

RENO) = (0) + vB (0), 

RBI (Q) = ©) - r мв (©)), 

Ri (О) = Gór) HRO), 

вм) = Tata + Уп) - 20, созоор) 


ает), 
1 5o (+) (о 
Wola var; (0) + 2v14r$i, (Q) — V30rfż0 (0), 
Rep. (Q) = гыз (9), 
REEM (О) = ——(=9г у (О) — 2V8r (0) + МЗ5т у (О), 
ВОт 00) 
1 


Rep, (0) = (бта? (Q) — 2У/15гуз (Q) — 3VTryjo (9). 


Rep, (Q) = 


Funkcje bazowe opisujące kwadrupolową część wibracyjna należące do 
reprezentacji Ду i D, transformują się jak odpowiednie wektory bazy karte- 
zjańskiej dla podanych reprezentacji, tj. jak funkcje y? oraz xz? — 22. 

W przypadku funkcji opisującej oktupolową część wibracyjną otrzymane 
funkcje należą do dwuwymiarowej reprezentacji Е. Funkcje określone jako 
pierwszy wektor bazowy transformują się jak funkcja z, a funkcje opisane 
jako drugi wektor bazowy transformują się jak ż. 

Dla części rotacyjnej funkcje bazowe RT; gdzie Гу jest reprezenta- 
cją jednowymiarową, transformują się zgodnie z bazami kartezjańskimi dla 
Aq, Ag, Ву I В» (dodatek A.2). W przypadku reprezentacji dwuwymiarowej 
E funkcje rotacyjne RB, transformują się jak kartezjański wektor bazowy 
z, a RZ p, jak funkcja bazowa z. 
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D Rozkład prawdopodobieństwa orientacji wek- 
tora momentu pędu dla funkcji bazowych 


W tym dodatku przedstawione jest wyprowadzenie wzoru na prawdopodo- 
bieństwo orientacji wektora momentu pędu dla funkcji bazowych występu- 
jących w opisie pasm energetycznych dla modelu kolektywnego o zmiennych 
rzeczywistych (R). Znaleziony rozkład prawdopodobieństwa opisuje rzut wek- 
tora momentu pędu o wartości równej K na określoną oś п. Otrzymane wy- 
niki pozwalają przedstawić graficznie rozkłady pradopodobieństwa orientacji 
wektora momentu pędu dla funkcji bazowych opisujących stany tego mo- 
delu, dzięki czemu można zobaczyć, który z kierunków dla danego stanu jest 
dominujący. 

Przedstawione poniżej obliczenia zostały zrobione dla układu wewnętrz- 
nego, ze zdefiniowanym we wcześniejszym rozdziale działaniem grupy we- 
wnętrznej G = Dy, na kąty Eulera Q. Podobne obliczenia były wcześniej 
wykonane dla prawego przesunięcia użytego jako działanie w układzie we- 
wnętrznym w pracach doktorskich [13] i [14]. 

Rozważmy zagadnienie własne trzeciej składowej operatora momentu pędu 
Ją w układzie wewnętrznym: 


Jue) = Kryk(O), (628) 


gdzie rļ (Q) = V2J + 1D;,4(0)*. 
Ponieważ chcemy mieć operator dający wartość K rzutu momentu pędu J 
na określoną oś 7, zatem trzeba, korzystając z (628), utworzyć nowy operator 


J: = т. J, tak aby kierunek nowej trzeciej składowej momentu pędu był 


zgodny w wybraną osią ñ. Zatem rzut wektora momentu pędu J na wektor 
o określonym kierunku т(О») opisany przez kąty Eulera О» ma postać: 


j= R- J = R(Q.)JyR (Qa), (629) 


gdzie R(Qz) określa pewien obrót w układzie wewnętrznym o kąty Eulera Ов. 
Działając obrotami 7 (05) na równanie (628) oraz korzystając z tożsamości 
(0) (0) = I otrzymujemy następującą równość: 

R(G)3R(Q) R(G)rix(0) = KR(Qa)ru k (Q), (630) 


która definiuje kąty Qg. Ponieważ obroty w przestrzeni SO(3) są unitarne 
równanie (630) można inaczej zapisać jako: 


(R. JEg, О) = Ке (R, О), (631) 
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gdzie nowa funkcja 7, (i, Q) otrzymana jest z obrotu funkcji ry, (О) o kąty 
Eulera 05, tj. €Z (Q) = (05), (Q). Korzystając z działania grupy 
wewnętrznej na тўу (О), dla nowej funkcji £7,,, (m, Q) mamy, [57]: 


Emr”, Q) = R(Qa)ry z (Q) = rur ON ) = к Ру? (Q a Or (Q) 
= У Dkr Qa)rur (Q). (632) 
Ponieważ ¿£? (17, Q) są funkcjami własnymi operatora fi - Ji posiadają war- 
tości własne К, zatem można otrzymać odpowiedni operator rzutowy [13], 
[14]: 
P(i, K) = (6 к(, DAE (ñ, О). (633) 


Pozwala to otrzymać rozkład spektralny operatora ñ - Jw postaci: 


J 
тол (634) 


= 


Stany wykorzystywane w naszych obliczeniach o momencie pędu J i pa- 
rzystości p opisane są w przestrzeni wibracyjno-rotacyjnej i ogólnie można je 
zapisać: 


Фм = у a (635) 
А 


gdzie funkcje pomocnicze Ф/М złożone są z sum iloczynów trzech funk- 
cji bazowych wyznaczonych odpowiednio dla części wibracyjnej kwadrupolo- 
wej 0715 (020, 022), oktupolowej Л” (аз, }) oraz rotacyjnej R£M (Q) = 
Уук” 5к"тїгк"(О). Pełny opis tej funkcji ma postać: 


p U Г Ж 
ФА a = >L W ALE ;a1 (20; ооз) ъз?" (Кози }) RE а (9), (636) 


gdzie odpowiednio dla reprezentacji Гу, Го i Ts symbol wy” oznacza współ- 
czynniki otrzymane dla iloczynów trzech funkcji bazowych, a indeks a = 
(а\, аз, аз) numeruje te werktory oraz А = (Tiik Dax», Гз,кз) odpowiada 
zbiorowi liczb kwantowych określających funkcje bazowe wchodzące w skład 
stanu: 


(i) v rozróżnia stany o identycznym momencie pędu i parzystości, 


(ii) Ty, Г», Гз są reprezentacjami do których należą odpowiednio funkcje 
opisujące część wibracyjną kwadrupolową, oktupolową oraz rotacyjną, 
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(iii) к, i = 1,2,3 rozróżnia równoważne reprezentacje Г; występujące w 
funkcji WYM, 


(iv) a; i = 1,2,3 znakuje wektory bazowe rozpinające reprezentację Г;. 


Oznaczenia jakie zostały wprowadzone dla poszczególnych reprezentacji rów- 
noważnych, wraz z wektorami bazowymi je rozpinającymi, są przedstawione 
w dodatku C. 

Ze względu na to, że interesuje nas rozkład ир ы orienta- 
cji wektora momentu pędu dla każdej z funkcji pomocniczych Ф/М, zatem 
jego postać można znaleźć ze wzoru: 


Prob(f, K; JPM) = (VAV |Р, KVZ) 
= sas Ја бод, Јову 09734 "Pla, М, (637) 


Ponieważ operator Р(ї, К) działa jedynie па zmienne rotacyjne, zatem 
powyższy wzór można przepisać w postaci: 
Prob(ñ, K; J M) = (WYM | P (ii, KISZ) 
VA *20 Гі; ; 
= = Уу BĘ tu À Wa En Gaa n. (Goo, &22)) 
18 к Г jK 
x (Vosa Каз, h Viisas Каз, ХАТМ ag (OIP (A, К)| (0). 
(638) 


Powyższy wzór można uprościć korzystając z ortonormalności funkcji bazo- 
wych: 


Prob(ñ, K; © Му = za" РИ, K) WZ) 
A A D (> 
= Z Wai anah CAO T3: эч )IP (ri, K)| RD ш (Q)) 
A A 
= Dasa: ( az ie, zel uga) (RZ T3. Ж. |Р PCR, K) |R” зк 103 (9)). 


(639) 


Dla modelu (К) funkcje bazowe wchodzące w skład stanów mają jedną z 
trzech możliwych postaci: 


ү” ;kg 


(a) Pierwsza postać to funkcje aby ka (Ооо, W22)Vyz (da Aau h) Ryż, (Q), dla 
których wszystkie reprezentacje Г;, i = 1,2,3 są reprezentacjami jed- 
nowymiarowymi, w modelu (R) są to dwie z czterech reprezentacji jed- 
nowymiarowych Ау i Bi. 
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(b) Druga i trzecia to funkcje фа (a20, 922) РЗ е (а м) Ва, (О), dla 
których Г; jest reprezentacją jednowymiarową a Г;, i = д, 3 dwu- 
wymiarową. Dla tego przypadku są dwie możliwe funkcje pomocni- 
cze w zależności do jakiej reprezentacji należy kwadrupolowa funkcja 
Yt (ооо, Oo2), tj. dla modelu (R) mamy Г, = А}, В. 


— Dla Г; = Ау funkcja pomocnicza ma postać: 


= {фол (020, 022) 095.1 ({аз„}) Rz (Q) 
+043, (озо, ооз) 2:5 „(Кози }) REA (0)). (640) 


— Dla Г; = В; funkcja pomocnicza ma postać: 


5 Иа @ ээ) у ({оз„}) 51 (Q) 
— 0421 (020; 022)Vyigz.2(Ł03,)) Reg (0)). (641) 


Dodatkowe indeksy 1, 2 określają który z wektorów wchodzi w skład 
poszczególnych funkcji. 


Ponieważ funkcje bazowe są unormowane, zatem wzory na rozkład praw- 
dopodobieństwa dla poszczególnych funkcji bazowych mają formę przedsta- 
wioną poniżej: 


(а) Dla funkcji 0 121 (ag, ооз)? aa (оз, Рм, (Q) wzór (638) może być 
zapisany następująco: 
Prob(ñ, KiW) = (ФЛМ|Р(п, К) М 
= (REM (0)|Р(я, K)| Ryż, (Q), (642) 


gdzie REM (Q) = У Битки (Q). 
Zatem korzystając z (633), dla części rotacyjnej, otrzymujemy: 


(RE (0)|P(, KIRE (0)) 


= (BEM (Q), k (D) (eJ, (| RM (Q)) 
= | fso DREH (0)*E (im. (643) 


Korzystając z postaci funkcji £7, (ri, Q) przedstawionej w (632) oraz 
postaci funkcji rotacyjnej, tj. Ri. (0)* = УЗВ СО) otrzy- 
mujemy: | 
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(REM (0)1Р(, KIRIM (Q)) 
= | Jsota) dQ X к, Dkr (О) к (9) X pr Вит ки OI. 
(644) 
Następnie z s funkcji и tj.: 
== 2т da Ји 48 sin(8) J: dad) О) 
= 0J4Ją0M; M2ÔM! M; 
(645) 
mamy: 
(REM (0)1Р(й, KIRIM (Q)) 
= |X wr bike Die (Qa) Jsot3) а9ту к Oryg (Q)*|2 
= | X Bo Dkr (Ок) 
= |У к bk esa dz (Ото)ет 22, (646) 


gdzie Qz = (Ояда, Озо, aa). Ponieważ wartość K jest ustalona, zatem 
w (646) mamy zależność jedynie od dwóch kątów Eulera Ол. i Qz.3: 


(Атм (Q mar K)|R (0)) 
= |> bidi g (Qaa) Заз |2, (647) 


W powyższym wzorze kąty Eulera Qz; і Qz; można zinterpretować 
jako kąty sferyczne $, 0, co daje: 


(Арм (0)|PG, KREZ (0)) 
= | Ð bdg (6)e F 9|2. (648) 
(b) Dla dwóch pozostałych funkcji zapisanych ogólnie jako 
5 {фә (Goo, озо)! бйз s (Коз) ЕДМ 1(9) 
ŁY (020; ZALANA (4a3,)) Ru (Q)) (649) 
mamy: 
Prob(ń, K; ФМ) = (VZP (ñ, К)|Ф М) 
= BE (| PG, K) REY (0)) + (RE(O|P(a, КАМ (9) |. 
(650) 
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Ponieważ wektory rozpinające przestrzeń dwuwymiarową Ё są ortonor- 
malne, zatem korzystając z (648) wzór (650) można zapisać: 


РгоЬ(т, K; J M) = 
_ AGA (O0|P(a, KIIREL (Q) + (REY(0)| PGR, KIRE) } 


= 5 {l Dx body a (0)e Ф|? 4 | Ук, dk! OCR. ; 
(651) 


gdzie 


Ryż; (Q) = Zw отк (9), 1=12 


W dalszych obliczeniach interesuje nas jedynie rzut na nową oś J3, zatem 
obliczenia są przeprowadzone dla K = J. 


E Rozkład prawdopodobieństwa funkcji bazo- 
wych dla grupy symetryzacji DĄ, 


W tym dodatku przedstawione są prawdopodobieństwa dla każdego z iloczy- 
nów trzech funkcji bazowych фра (боо, 099), Різ "(аз }) oraz Ri, (Q) = 
ku Вк" ки (Q) z jakimi wchodzą one w skład stanu. Przedstawione wy- 
niki dotyczą modelu o zmiennych rzeczywistych (R), w którym postać ener- 
getycznego pasma oktupolowego o parzystym momencie pędu posiada inną 
lub identyczną strukturę niż pozostałe dwa, tj. pasmo kwadrupolowe oraz 
oktupolowe o nieparzystym momencie pędu. 

Zgodnie z definicją stanów używanych do budowy przedstawionych modeli 
w dodatku D mają one postać: 


PSW: (652) 
A 


gdzie funkcje pomocnicze Ф/М można zapisać w postaci: 


PH = Xa uA z! ;a1 (a20, о) ТЕ Z ({a a3,)) REM K303 (9), (653) 


gdzie odpowiednio dla reprezentacji Гу, To i Гз symbol wy” oznacza współ- 
czynniki otrzymane dla iloczynów trzech funkcji bazowych, v rozróżnia stany 
o identycznym momencie pędu i parzystości, a indeks a = (a1, a>, аз) nume- 
ruje te wektory oraz А = (Tiik Tora; Гз,кз) odpowiada zbiorowi liczb kwan- 
towych określających funkcje bazowe wchodzące w skład stanu. 
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Jak było wcześniej wspomniane . nas prawdopodobieñstwo dla 


kazdego z iloczynów T R (a20, &22)Y U c (da3,)) Róż, sajas (Q) z Jakim wcho- 


dzi on w skład Ф/М. W tym celu wykorzystujemy operator rzutowy 


Гу УА JM Pu PTR pJM 
Га приза т яажа [Жо wibżiaa Rss, ;a3 ) (вод Uwib3zaa sss ;a3 | (654) 


działając nim na stany Ф/М. Otrzymujemy zatem następujący wzór: 


JPM 
Prob(D:a Das, Lag ФУ М) = (655) 
Гын РГоно JM JPMyj2 p p 
a | Чо; Фъчьз; ;a9 A kgia аз! Pi | m (Фу М |р Гу, ką Ta. ;Rg Зз; gal 37 м) 

Б (DIP M] pIi 

= wy *, VA 

= ттт DAGA Зав" Ш, 

е 


r :Ѓо, к 
„zaj 1;#1 Р 2;k9o DJM ) 


1 
x WA А Пр” 0162;ал Vyib3iaa Гз;яз 503 


3a, ГА 5 
Гі; pilak JM JM 
(вола Vuib3zaż T3;k3 ;аз KR ал KM, А г к! ah 
Е а 


буут) уи, 


gdzie ( jest kwadratem normy stanu 
Przy obliczeniach trzeba pamiętać, że wektory bazowe należące do róż- 
nych równoważnych reprezentacji funkcji opisujących każdy z rodzajów ruchu 
są unormowane, ale nie muszą być ortogonalne. 
Do obliczenia wartości szukanych prawdopodobieństw potrzebne są pełne 
postacie funkcji opisujące poszczególne stany. Zgodnie z tym co zostało przed- 


stawione w 6.2.4 rozważane stany mają postać: 


(a) Stan 07 składa się jedynie z jednej funkcji, zatem jego postać jest 
następująca: 


POM =н (озо, аоз) Ф (asu J) RZY (0). (656) 


(b) Stan 2* można uzyskać na dwa sposoby: 


Өм __ 
WT A Ts == 
+);А1 a 2M (+);41 о 2M 
= 010102, NE Ry + шот, uc оиз Ry 
+);А1 1н 2M 
+шз% у; ио dc hr ) (657) 


gdzie Г, = Гз = A, Bi. 


(c) Stan 4” posiada dwie postacie, w zależności od wyboru nieprzywiedl- 
nej reprezentacji opisującej wibracyjną część kwadrupolową oraz część 
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rotacyjną Г; = Гз = Ay, Bı. W przypadku, gdy Г, = Гз = Ау mamy: 


40M __ 
W cdi 9 


= (+);41 pJ=4M (+);A1 pJ=4M 
= ші, шошо Wita БА, ат шор, ac Posta RAY 
+);А1 pJ=4M +);41 pJ=4M 
uso, ;ugu1 й БА, Ko шарё, р ВАС 


+);А +);А = 
sda wo дЫ RIM + wet ioun Poj RITM. (658) 


Dla Г; = Гз = B, stan 4” ma postać: 


40M __ 
WB, AB; = 
+);41 F 4M (+);41 я 4M 
= шо, m +. Rg + шоф), suuo Poib3 Rg 
+);А1 > 4M 
+з уо, ;u0u1 ФО Rg Е (659) 


(d) Stan 3 również można zapisać na dwa sposoby: 


зм — 
ЧО БЕ ЕЕ 
SE J=3M J=3M 
_ = шир)! vib3; RAAL m + шоф ża ;urugucug" E;2 


(—);Е J=3M J=3M 
+з o vib3; РТУ: Ел + tw АЙ Ыр ЖИ + 


(—);Е J=3M (—);Е J=3M 
tws дә vib3; WE ET T ШЙ ЫН лан Rp 


(—);Е J=3M (—);Е 1=3М 
+ш фо vib3; уйунун VE F R E E РЎЗ 


(660) 
gdzie Г, a A, Bı. 
(e) Stan 57 w zależności od wyboru Гу = Ду, Bı ma postać: 
ФА = 
= = ш1015, я, И: T 2 + шз (228 ;U1 uguouo ma 
+з jo m daf: Мы А л yb: ш 
+ш5% дә e ;uouiuouo 5a A upa шеф ko T m 
отт, Б шошо UO Ву5М + - врта айы r: 
+ше% ho | ms FE шло? a к. oka: BRL” 
+74 а үз ЕЈ ило, е R 
(661) 
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(f) Stan 27 można zapisać na dwa sposoby: 


WZA ИЛ 
чаазы), {03}, 9) = 
ПЕ REM + шарт) 
= wi vib2 ад зи U0U0UO w2 vib2 к мои u0u0 


;Е J=2M (—);Е J=2M 
+шз ai viba: оК. Ер а, Rg И 
(662) 


RJ=2M 


gdzie Г, = A, Bi. 
(g) Stan 47 w zależności od wyboru nieprzywiedlnej reprezentacji Гу = 
Аі, Bı ma postać: 
(=) 
Wr a, EO) {оз}, Ж 
= w Га se Rea 4M + w gta Wo 
17vib2 ra зи U0UOUO 2 Fvib2 s ;U1U0U0U0 


J=4M (—);Е J=4M 
KRKA ОЗ, О > gg O E IN ЕЕ T 


;Е J=4M 1 „SHE J=4M 
кш М ;uououruo “Е. T ootata ;uououiuo  “E;2 


Ri, 4M 


J=4M 25 J= AM 
PETT рс A = мв вфе, vib3; т 


(663) 


Indeks dolny wuj, t.j = 0,1 przy funkcji wibracyjnej opisującej część 
kwadrupolową w paśmie арос oznacza, że funkcja bazowa Wiz. e 
powstała z rzutu iloczynu dwóch funkcji oscylatora harmonicznego и; (72; a29— 
å&20)u; (V Zna; Q22 — доз) na reprezentację Гу. Ze względu na budowę funkcji, 
za we wcześniejszym rozdziale, wibracyjna część oktupolowa dla tego 
pasma do? nie ma wzbudzeń i jest funkcją postaci uo(73; a30)u0(V 272; 951) 
wo(v2na; a3>)uo(V 2a; оз). 

Ponieważ pełny opis funkcji jest dość długi zatem do określenia funkcji 
użyte są jedynie reprezentacje do których należą poszczególne wektory ba- 
zowe opisujące części: wibracyjną kwadrupolową Гі, wibracyjną oktupolową 
Г» oraz rotacyjną Гз. Dodatkowo podana jest informacja z jakiego rzutu 
powstała kwadrupolowa część wibracyjna, tj. (Гү:ши;)ГоГз, 4,7 = 0,1. 

W paśmie oktupolowym funkcja bazowa kwadrupolowej części wibracyj- 
nej pochodzi z rzutu ug(12; бор — Azo)uo(V 20a; a22 — ёоо) na reprezentację 
Г, = А), By, część oktupolowa może pochodzić z czterech funkcji u; (73; озо = 
śgo)u;(Y na; aby — hurl VN; aba — &ы)ш(МЭль; aty — д), bj k,l = 
0,1, 4+3 + k+ 1 = 1 zrzutowanych na reprezentację E oraz funkcji ro- 
tacyjnej zrzutowanej na Гз = Е. Do rozróżnienia iloczynów trzech funkcji 
bazowych używane są analogiczne oznaczenia jak dla pasma kwadrupolo- 
wego, tj. Г1(Гә : wuzukw)I'3, gdzie Г,, n = 1,2,3 oznaczają nieprzywiedlne 
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reprezentacje, a u¿u;ukui określają rodzinę funkcji do jakiej należy oktupo- 
lowy wektor bazowy. 


Е.1 Model o parametrach dopasowanych tylko do pierw- 
szych dwóch pasm 


W przedstawionym poniżej modelu mamy trzy schematy najlepiej odtwarza- 
jące wartości eksperymentalne |5, 6|. Każdy ze schematów opisany jest para- 
metrami, które są identyczne dla każdego z trzech rozważanych pasm energe- 
tycznych. Trzeba jednak pamiętać, że wartości parametrów zostały określone 
do dwóch pierwszych pasm, a funkcje stanów trzeciego pasma mają z góry 
włożone ich wartości. 

Wartości prawdopodobieństw odpowiadającym z jakim dany iloczyn trzech 
funkcji bazowych wchodzi w skład stanu przedstawione są tabelach umiesz- 
czonych po opisie każdego ze schematu. Wielkość otrzymana z odjęcia otrzy- 
manego prawdopodobieństwa dotyczy iloczynów ortogonalnych do danego. 

Schemat 1. posiada następujące dwa pierwsze pasma: 


se );А1 — 1 
0°: WRA д , 3 : WRA Т ко 
js );А = 1 
2: dob "Rx, 5 : ПОТА > "RZE 
e );А1 
4: dada НДМ Ш (664) 


Dla tak wybranych stanów mamy następujące wartości parametrów wyzna- 
czonych metodą najmniejszych kwadratów: 


Na = 0,995, nz = 12,820, 


&зо = 0,109, â}, = 0,082, 
A = 0,131, å} = 0,110. (665) 


Wartości przejść В(Е2) oraz B(E1) są następujące: 


B(E2: 4+ 4 2+) = 263W.u, 
B(E2: 2+ + 0+) = 187W.u, 
B(E2: 57 + 37) = 293W.u, (666) 


oraz 


В(Е1: 57 4 4+) = 1,188 x 1073W.u, 
B(E1: 37 + 4+) = 0,129 x 10-3W.u, 
В(Е1: 3-7 + 2+) = 1,097 x 10-3W.u. (667) 
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Jak widać udało się znaleźć parametry, które dokładnie odtwarzają przejścia 
B(E2) dla dwóch pierwszych pasm oraz dają dość dobre wartości В(ЕТ). 
Trzecie pasmo może mieć następującą postać: 


= Ві „EGREpE 
27: о vib3 Rim, 


Е R (668) 


B(E2: 47 + 27) = 723,999W.u, 
B(E1: 27 + 2+) = 0,327 x 10-3W.u, 


В(Е1: 4 +47) = 0,946 x 107*W.u; (669) 
lub 
ES 1 —);Е 
27: ЛЕ т Ий. 
= 1 —);Е 
4: ta ы Riu (670) 


В(Е2: 4 +2") = 724,000W.u, 
B(E1: 2 + 2+) = 0,229 x 10 Wu, 
B(E1:4 — 4+) = 0,148 x 10 $W.u. (671) 
Dla przedstawionego pasma jedynie pierwszy sposób jego opisania najlepiej 


odpowiada wartości eksperymentalnej. 
Rozkład prawdopodobieństwa dla poszczególnych stanów jest następu- 


jący: 
(1) Stan 27: 


funkcja bazowa | (А, Н uguo) АА! | (A. š uuo) AA | (А, * шош )А А! 
prawdop. | 0,4626 | 0,6846 | 0,4106 


Współczynniki w;, i = 1,2,3: 
w; = 0,372, wą = 0,125, шз =—0,303, (672) 


Największy wkład do tego stanu wnosi funkcja (Ду: uuo) А. Ар, czyli 
funkcja, która posiada wzbudzenie jednofononowe. 


(2) Stan 4: 


funkcja bazowa | (А, М иоио) А. Ал | (А; К uruo) Ал Ai; | (А; : иош1)А Ахал 


prawdop. | 0,0457 | 0,8350 | 0,3763 
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funkcja bazowa | (А; x иоцо) Ал Ах,ә | (А; : ити) Ау Ауэ | (А; - ugu) Ау Ат 


prawdop. | 


0,0577 


| 0,6594 | 


Współczynniki w,, i = 1,...,6: 


шу = —0,106, wą = —0,450, шз = 0,186, 
—0,082, 


шл = 


w; = 0,035, 


0,4027 
(673) 
wę = 0,161. (674) 


W przypadku stanu 47 największy wkład daje funkcja jednofononowa 
oznaczona jako (Ау: ши) А Ai. 


(3) Stan 37: 

funkcja bazowa | B;(E: wuowowo)Ea | В.(Е: wuoucug) Е.ә 
prawdop. 0,3062 0,1696 

funkcja bazowa | В, (Е: uguiuouo) Еу | D (E: ugurugug) £.2 
prawdop. 0,0912 0,0049 

funkcja bazowa || B;(E: uowowuc)E., | В,(Е: uguowrug) Е, 
prawdop. 0,0716 1,3441 x 107 

funkcja bazowa || B;(E: uowougu,)E., | Bı(E : uguougu ) Е, 
prawdop. 0,0469 0,3059 

Współczynniki w;, i = 1,...,8: 
w, = 0,643, wą = 0,478, шз = 0,353, wy = 0,089, (675) 
w5 = —0,312, ws = 0,003, ит = 0,256, wg = 0,642. 


Do stanu 37 największy wkład dają dwie funkcjie В. (Е: wuguouo)E1 
oraz Bi(E:uouououi) E, którym odpowiada odpowiednio wzbudzenie 
występujące przy zmiennej озо, 051, 053 OTAZ азо, A39, 053. 


(4) Stan 57: 


funkcja bazowa | B;(E: wuowowo)Ea | В.(Е: wuoucug) Е.ә 
prawdop. 0,0052 0,0267 
funkcja bazowa || B;(E: wugugw)E. | By(E: поши) E. 
prawdop. 0,1345 0,1218 
funkcja bazowa | В. (Е: uou1uouo)E.2 | В.(Е: uwwucug)E.3 
prawdop. 0,0720 0,0520 
funkcja bazowa | B;(E: uouowuo)Ex | В.(Е: uguow wo) Ё,о 
prawdop. 0,0514 0,0045 
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funkcja bazowa || B;(E: uguouiuo) Ез | B;(E: иоцоцош ) Е. 


1 


prawdop. 0,0095 0,2198 


funkcja bazowa | Bı (E : wouguow)Ea | B;(E: uougugu,)E.3 
prawdop. 0,1258 0,1953 


Współczynniki w;, i = 1,...,12: 


ил = —0,098, wą = 0,221, из = 0,495, wą = —0,463, (676) 
ш5 = 0,368, ws = 0,315, wy = 0,329, wg = —0,091, 

wg = —0,134, W10 = 0,627, W11 = 0,483, W12 = 0,600. 
Dla stanu 5 największy wkład daje funkcja oznaczona jako 
B,(E: uguougu,)E, oraz B;,(E: uguguou,)E.3. Co oznacza, że wzbu- 
dzenie dla obu funkcji jest identyczne i występuje przy zmiennych 
30, 05, X33. Funkcje różnią się jedynie wyborem jednej z reprezentacji 
opisującej ruch rotacyjny. 


Dla trzeciego pasma mającego postać: 
= —);Е 
4: dy Rjy 
= —);Е 
27: Włodawa Rim (677) 
rozkład prawdopodobieństwa dla stanu 27 jest następujący: 


funkcja bazowa | A (E: uruououo) E | A (Е: uouruouo) E 
prawdop. | 0,8866 | 0,0052 


funkcja bazowa | А (E:uououiuo) E | A (E: ugugugw)E 
prawdop. || 0,0875 | 0,0228 


Współczynniki w;, i = 1, 2,3, 4: 


шу = 1,341, шо = —0,100, из = 0.417, w4 = 0,214. (678) 
Dominujący wkład dla tego stanu daje funkcja A (Е: wuouow)E, dla 
której wzbudzenia występują przy zmiennych озо, 051, 253. 

Dla stanu 4 został otrzymany następujący rozkład prawdopodobień- 


stwa: 


funkcja bazowa | B;(E: wuguow)Ex | B;(E: uugugw) Е. 
prawdop. 0,7118 0,0443 


funkcja bazowa | В. (Е: uouzuouo) Ел | В.(Е: uowuowo) Е, 
prawdop. 0,0008 0,0548 
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funkcja bazowa | B,(E: uguour ug) Е | B,(E: ugugur wy) Ea 
prawdop. | 0,0035 


0,1044 | 
funkcja bazowa c.d. | B,(E: uguouow ) Е. | B (Е: uguguou) Ea 
prawdop. | 0,0600 | 0,0435 


Współczynniki w;, i = 1,...,8: 


шу = 1,913, w= —0,477, wz = —0,057, wą = —0,418, 
шу = 0,727, wę = —0,132, шт = 0,556, wg = 0,469. 


(679) 


Również dla tego stanu funkcja dająca największy wkład Ву (Е: uruguouo)E.1 


: . | kid 
posiada wzbudzenia przy zmiennych oso, 031, 053. 


(6) Dla trzeciego pasma, gdzie: 


=; —);Е 
4: Фё ра) 
PARE: 


prawdopodobieństwa dla stanu 27 wynoszą: 


E 
Rim 


Bı (-3ЕЪЕ 
ооз Rim 


(680) 


funkcja bazowa | D (E :uíuotuouo) E | D (Е: uguwyugwo)E 


prawdop. 


0,7136 | 


0,0026 


funkcja bazowa c.d. | D (E:uouotiuo) E | В! (Е: uwwowow)E 


prawdop. 


0,2202 


Współczynniki w, 4 = 1, 2,3, 4: 


шу = — 0,849, 


W2 = 0,054, шз = — 0,470, 


| 0,0660 


w4 = 0,259. (681) 


Dla stanu 4 zostały otrzymane następujące wartości prawdopodobień- 


stwa: 


funkcja bazowa | A (Е: wuougwo)E | A (Е: uquougug)E.2 
prawdop. 0,4054 0,1320 
funkcja bazowa | А; (Е: пошо) Ел | A (E : uouruouo) Е.ә 
prawdop. 0,0528 0,1578 
funkcja bazowa | A(E:uououiuo) Ел | A (E: uouowruo) Fa 
prawdop. [| 0,1227 | 0,0385 
funkcja bazowa | А,(Е: uouowow |) Ea | A (E: uououow ) Ea 
prawdop. | 0,1114 | 1,5700 x 102° 
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Współczynniki w;, 1 = 1,...,8: 


шу = —1,265, w= 0,722, шз = 0,368, wą = —0,791, (682) 
ws = —0,693, wę = 0,388, шт = 0,669, wg = —0,0021. 


Dla powyższego wyboru trzeciego pasma funkcje, które dają największy 
wkład do obu stanów mają wzbudzenie przy zmiennych oso, 051, O53. 
Dla stanu 27 jest to funkcja oznaczona jako B;(E: wugugug)£, a dla 
4” jest to 4;(F: uwuououo)Ex1. 


Schemat 2. zbudowany jest z pasm energetycznych opisanych przez 
stany: 


gdzie trzecie pasmo ma postać: 


lub 


a );Aı c= Bi 

U”: abo (z aż И 3 : ada! Т wo 

ga jär _ 

"AE Фаз р) Rio 5 : ERA s RZ 

EB ;А 

ШЕ WERKA naa (683) 


2 бнаа Rim 
4 WERKA = "BM (684) 


Z Ау 
2 Фа ну! a RM 


47 а ре Rim (685) 


Dla tego schematu uzyskujemy następujące parametry: 


т = 1,100, т = 12,461, 
&зо = 0,094, å}, = 0,098, 
A = 0,131, Aż; = 0,106, (686) 


dla których В(Е2) oraz В(Е1) wynoszą: 


oraz 


B(E2: 4+ + 2+) = 262,999W.u, 
B(E2: 2* + 0+) = 187,000W.u, 
B(E2: 57 + 37) = 293,000W.u, (687) 


B(E1: 5 +4*) = 0,219 x 10 3W.u, 
B(E1: 37 >4*) = 0,299 x 10-3W.u, 
В(Е1: 3 — 21) = 1,787 x 10 $W.u. (688) 
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Otrzymane wartości przejść międzypasmowych również są bliskie wartościom 
otrzymanym w eksperymencie. 

Rozkład prawdopodobieństwa dla poszczególnych stanów jest następu- 
jacy: 


(1) Stan 27: 


funkcja bazowa | (А, : шошо) Ау Ai | (A : urug)A1A1 | (A : uui) A+ Ау 
prawdop. | 0,8762 | 0,0023 | 0,2144 


Współczynniki w;, i = 1,2,3: 
wi = 0,182, wą = —0,007, из = 0,078. (689) 


Dla stanu 2* największy wkład daje funkcja zerofononowa oznaczona 


jako (A š uouo)A1A1. 


(2) Stan 4*: 
funkcja bazowa | (А : uowo)A1 Ana | (Ау: ши) Ау Ал 
prawdop. 0,0323 0,4433 
funkcja bazowa | (41: пош) Аз Аза | (A: пошо) A1 Ат 
prawdop. 0,6753 0,0014 
funkcja bazowa | (Аг: шоо) А. Ауэ | (А: пош) А. Ауэ 
prawdop. | 0,4401 | 0,7496 


Współczynniki w;, i = 1,...,6: 


шу = —0,301, w= —0,102, шз = 0,435, (690) 
wą = —0,162, ws = —0,139, we = —0,289. 


W przypadku stanu 4” największy wkład daje funkcja jednofononowa 
oznaczona jako (Ау: иош) A1A1.2. 


(3) Stan 37: 


funkcja bazowa | B;(E: wuowow)Ea | В.(Е: wuououg) Е.ә 
prawdop. 0,1557 0,1314 


funkcja bazowa | В. (Е: uowiuowo) E. | В.(Е: uowuowo) Е. 
prawdop. 0,2640 0,0094 


funkcja bazowa | B;(E: uouwowuo)Ea | В.(Е: uouwow ug) Е.ә 
prawdop. 0,1193 0,0148 
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funkcja bazowa | D (Е: uguouow) ЕЁ. | B,(E: uguguow ) Ea 


1 


prawdop. | 0,0687 | 0,2293 
Współczynniki w,, i = 1,...,8: 


шу = 0,478, wą = 0,438, из = 0,624, иц = 0,125, (691) 
w5 = —0,419, и = —0,150, ит = 0,324, из = 0,579. 
Dla tego stanu największy wkład dają dwie funkcje: В, (Е: ugu1uouo) Ea 


oraz B;(E: ugugugu, )E.2, dla których wzbudzenie występuje odpowied- 
nio przy zmiennych oso, 03, 055 1 030, 059, 053. 


(4) Stan 57: 


funkcja bazowa | А, (Е: wuougwo)E. | A (Е: urugououo)E.2 
prawdop. 0,1156 0,0961 


funkcja bazowa | A (Е: wugugw)E.3 | A (E : uguzugouo) E. 


1 


prawdop. 0,0519 0,1079 


funkcja bazowa | А. (Е: иуи иоцо) Е | A1(F: uowuowo)E:3 
prawdop. 0,1645 4,7893 x 107° 


prawdop. 0,3212 0,0202 


funkcja bazowa | А. (Е: uguouruo) E. | Aíi(E:uououiuo)E.2 


funkcja bazowa | А, (Е: uotowwo)E.3 | А. (Е: uowougu,)Eą 


1 


prawdop. 0,0220 0,0595 


funkcja bazowa | А (Е: uououow)E. | Aí(E:uouououi)ËE.s 
prawdop. 0,0254 0,0124 


Współczynniki w;, i = 1,...,12: 


шу = —0,475, wą = 0,430, из = 0,316, wą = —0,450, (692) 
ws = 0,564, wg = —0,001, wy = 0,787, wg = —0,199, 
Wg = —0,207, W10 = 0,331, Шуу = 0,228, W12 = 0,154. 


Dla stanu 57 największy wkład pochodzi z funkcji А (Е: uououiuo)E.1, 
dla której wzbudzenie występuje przy zmniennych a3,, 055, 053. 


(5) Dla trzeciego pasma opisanego przez stany: 


= —);Е 
4: ФВ, уб) РТ; 


=: 1 —);Е 
Жы A ту (693) 
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dla których mamy: 


B(E2: 47 — 27) = 724,000W.u, 
В(Е1: 2 — 2+) = 0,240 х 107'Wzu, 
B(E1: 4 —> 4+) = 0,722 x 10 3W.u. 


Dla stanu 27 mamy: 


funkcja bazowa | 


A (E š UqUgUgUg) E | A (E A uguugu) ЕЁ 


prawdop. | 0,7866 | 0,0307 
funkcja bazowa | A(E:uououiuo) E | A(E:uouotuoui)E 
prawdop. | 0,1228 | 0,0652 
Współczynniki w, i = 1, 2,3, 4: 
и = 2,011, wę=—0,391, из = 0,783, им = 0,576. 


Stan 4 ma następujący rozkład prawdopodobieństwa: 


funkcja bazowa 


В, (E ` иушомошо) Ё.1 


В, (Е Я иушошомчо) Е. 


(694) 


(695) 


prawdop. 0,5916 0,2128 
funkcja bazowa | B;(E: ugu1uouo)E.ı | B;(E: uguruouo) Е. 
prawdop. 0,0160 0,0011 
funkcja bazowa | В. (Е: uguowiwo) E. | В.(Е: uouow wo) Е.ә 
prawdop. 0,0985 0,0195 
funkcja bazowa | В. (Е: uguowiwo) E. | В.(Е: uouowi wo) Е.ә 
prawdop. 0,0985 0,0195 
funkcja bazowa c.d. | D (E:uououiuo) Ea | B,(E: uououow ) ЕЁ, 
prawdop. | 0,0643 | 0,0108 
Współczynniki w,, i = 1,...,8: 
шу = 2,122, w= 1,273, из = —0,340, wą = 0,092, 


ws = 0,854, wę = —0,378, 


шт = 0,697, wg = 0,092. 


(696) 


Dla tak wybranego trzeciego pasma największy wkład do stanu 27 daje 
funkcja A (E: urugugwy)E, a dla stanu 4” funkcja В.(Е: urugououo) E.. 
W obu przypadkach wzbudzenie występuje przy zmiennych озо, 05, @%3- 
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(6) Dla trzeciego pasma mającego postać: 
= A —);Е 
4: Ый у» Ryu 
д В —);Е 
2: Wibo R: Riru 


dla których wartości В(Е2) i В(Е1) wynoszą: 


(697) 


B(E2: 4- — 27) = 724,000W.u, 
B(E1: 27 + 2+) = 0,687 x 10-2W.u, 


B(E1: 47 — 4+) = 0,515 x 1074W.u; (698) 


Stan 27 ma następujący rozkład prawdopodobieństwa: 


funkcja bazowa 
prawdop. 


Bı (E š UrUgugug) Е 
0.6525 


B,(E А uguouruo) E 
0,3108 
Współczynniki w;, i = 1, 2,3, 4: 


Bı (E: uguruguo) E 
0,0417 

Bı (E: ugugugu, )Е 
0,0008 


funkcja bazowa 
prawdop. 


шу = —1,839, wą = 0,468, из = —1,263, им = 0,072. (699) 


Dla funkcji opisujących stan 47 zostały otrzymane następujące warto- 
ści prawdopodobieństw: 


funkcja bazowa | А, (Е: wuouguc)E | A (Е: uruougug)E.2 
prawdop. 0,6182 0,0672 
funkcja bazowa | А, (Е: uowuguo)E. | A (Е: пошшо) Е.ә 
prawdop. 0,0139 0,0171 
funkcja bazowa | А. (Е: ugouowiwo)E | А (Е: uouowuo) Еэ 
prawdop. 0,2061 0,0808 
funkcja bazowa | Aí(E:uouououiíi)Ea | А (Е: uguougu )E.2 
prawdop. 0,0004 0,0021 
Współczynniki w;, i = 1,...,8: 
W = —2,316, w= 0,761, из = 0,349, ш, = —0,386, (700) 


w5 = —1,327, wę = 0,836, 


Шт = 0,064, Wg = 0,129. 


Analogicznie jak dla wcześniejszego trzeciego pasma funkcje dające naj- 
większy wkład do stanów mają wzbudzenia przy zmiennych oso, 051, @%3- 
I są to funkcje dla stanu 27: B;(E: uyuouowy)E, a dla 47: A (E : uruououo) Ел. 
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W przypadku schematu 3. mamy następujące stany dla rozważanych 


pasm energetycznych: 


4 ;А 2 
07: DĄ "ВАМ , 3 : WEKA z R 
ag 1 +);A тэ 
2: ada р) "Rp, 5 : ФБ aż x. 
дЕ -);A 
Дл CZAK REE (701) 
dla których przejścia wewnątrzpasmowe mają wartości zgodne z eksperymen- 
talnymi: 
В(Е2: 4+ + 27) = 263W.u, 
В(Е2: 2+ + 0t) = 187W.u, 
B(E2:5 => 37) = 293W.u. (702) 
W tym przypadku mamy kilka możliwych zbiorów parametrów: 
(i) Pierwszy zbiór wybranych parametrów: 
Na = 10,641 т = 13,103, 
Озо = 0,111 dg, = 0,099, 
39 = 0,108 бзз а 0,110, (703) 


daje następujące wartości B(El), 


które są zbliżone do otrzymanych w 


eksperymencie: 


В(Е1: 57 — 4*) = 0,146 x 10-3W.u, 
B(E1: 37 + 4*) = 0,212 x 10-3W.u, 


В(Е1: 37 — 21) = 0,262 x 10 *W.u. (704) 
(ii) Drugim zbiorem otrzymanych parametrów jest: 
Na = 9,902 тз = 13,792, 
Озо = 0,106 Оз = 0,099, 

зә = 0,090 азз = 0,123. (705) 


Dla powyższych wartości otrzymujemy zgodność со do rzędu z warto- 
ściami eksperymentalnymi: 


В(Е1: 57 + 4+) = 0,168 х 10-3W.u, 
В(Е1: 37 — 4+) = 0,103 х 10-3W.u, 


B(E1: 37 — 2+) = 0,165 х 10-3W.u. (706) 
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(iii) Trzeci zbiór parametrów opisujących pierwsze pasma ma postać: 


72 = 10,655 тз = 6,932, 
&зо = —0,034 йз: = —0,068, 
39 = —0,415 33 == —0,080. (707) 


Dla paramatrów (707) mamy następujące zredukowane prawdopodo- 
bieństwa przejść dipolowych: 


В(Е1: 57 + 4+) = 0,326 x 10-3W.u, 
В(Е1: 37 + 4+) = 0,380 x 10-3W.u, 
В(Е1: 37 + 2+) = 0,666 х 1073W.u. (708) 


Podobnie jak dla poprzedniego zbioru parametrów otrzymujemy zgod- 
ność co do rzędu z wartościami eksperymentalnymi. 


Dla schematu 3. trzecie pasmo obejmuje cztery możliwe kombinacje: 
= A 
2 : ERA e. D биа С “Юн 
u E E 
4: Фа р) Rin 2 a КЕ н (709) 
dla których wartości przejść wewnątrz i międzypasmowych wynoszą: 
(a) dla 27,47 : ZERA "ng otrzymujemy: 


т = 10,6410 | m» = 10,6548 | nz = 9,9022 
na = 13,1026 | тз = 6,9317 | na = 13,7924 
B(E2:4 > 27) 76,179 77,828 75,671 

B(E1:47 — 4*) | 0,104x1073 | 0,146х10-9 | 0,776x1077 
B(E1:2- — 2*) | 0,216х10-19 | 0,250x107° | 0,113х10-3 


wartości B(E1) i B(E2) podane są w jednostce И.и, 
(b) dla 27 : WER (E ЫМ oraz 4 : ^а, CE рум dostajemy: 


n2 = 10,6410 | na = 10,6548 | т = 9,9022 
пз = 13,1026 | na = 6,9317 | тз = 13,7924 
B(E2:4 — 27) 141,308 141,308 141,308 

B(E1:4 — 4t) | 0,686 x 107? | 0,197 x 107? | 0,610 x 1077 
B(E1:2 — 2+) | 0,160 x 107? | 0,457 x 107? | 0,960 x 1077 


wartości B(E1) i B(E2) podane są w jednostce И.и, 
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(c) dla 2 : фл, Ся ZM 147: PL | sM uzyskujemy: 
Na = 10,6410 | тр = 10,6548 | na = 9,9022 
з = 13,1026 | тз = 6,9317 | ng = 13,7924 
B(E2:4 +2) 141,308 141,308 141,308 
B(E1:4 — 4*) | 0,169 х 1078 | 0,120 х 107° | 0,756 x 10? 
B(E1: 27 — 2+) | 0,640 x 1078 | 0,136 x 1078 | 0,242 x 10-8 
wartości В(Е1) i B(E2) podane są w jednostce И.и, 
(d) dla 27,47 : ф81 СЕ RM otrzymujemy: 
na = 10,6410 | na = 10,6548 | na = 9,9022 
пз = 13,1026 | ns = 6,9317 | ns = 13,7924 
B(E2:4 +2) 89,463 91,235 87,769 
B(E1:4 — 41) | 0,398 x 107° | 0,754 x 10-19 | 0,154 x 1074 
B(E1:2 — 2+) | 0,246 x 1073 | 0,213 х 107” | 0,152 x 103 


wartości В(Е1) i B(E2) podane są w jednostce И.и. 


Rozkład prawdopodobieństwa dla poszczególnych stanów jest następu- 


jacy: 


(1) Dla stanu 27” ma on wartości: 


Na = 10,6410 | т = 10,6548 | no = 9,9022 
funkcja bazowa | ms = 13,1026 | nz = 6,9317 | ms = 13,7924 
(Bı: uouo) Ai Bı 0,9688 0,9448 0,9316 
(Bı: uuo) Ai Bı 0,0277 0,0542 0,0685 
(Bı: uow)A1Bi 0,0036 0,0011 0,0002 
współczynniki dla stanu 2* 

Na = 10,6410 | w; = —0,580, и» = —0,098, шз = 0,035 

ns = 13,1026 

Na = 10,6548 шу = 0,773, и» = 0,185, шз = —0,026 

тз = 6,9317 

п = 9,9022 | w; = —1,346, wą = —0,364, из = —0,019 

з = 13,7924 


Dla każdego wyboru parametrów największy wkład daje funkcja zero- 


fononowa (Ву: uguo)A1 


Bı. 
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(2) Dla stanu 4” wynosi: 


Na = 10,6410 | т = 10,6548 | т = 9,9022 
funkcja bazowa | n3 = 13,1026 | тз = 6,9317 | nz = 13,7924 
(Аз: пошо) А Аул 0,8617 0,6070 0,4358 
(А, uruo)A1A1 1 0,0003 0,3273 0,1412 
(Ау: иош) Ar Ал 0,0410 0,0026 0,0294 
(A uouo) Aq A> 0,1855 0,1807 0,0001 
(Ar: шид) А.А}, 0,0392 0,0567 0,0007 
(А: пош) АА}, 0,0026 0,0194 0,1094 
współczynniki dla stanu 4+ 
Na = 10,6410 | w, = 1,374, и» = 0,274, шз = —0,352, 
з = 13,1026 | wą = 0,248, wy = 0,425, wę = —0,142 
т = 10,6548 ш = 0,910, wą = 0,745, из = 0,232 
тз = 6,9317 w4 = 0,066, ws = 0,177, wę = 0,293 
Na = 9,9022 | ил = —2,354, шә = –1,273, шз = 0,088 
пз = 13,7924 = —1,425, = —0,697, wę = 0,807 
Dla tego stanu również największy wkład daje funkcja zerofononowa 
(Aq: шошо) А1 Ау. 


(3) Dla stanu 37 mamy: 


Na = 10,6410 | т = 10,6548 | na = 9,9022 

funkcja bazowa Ta = 13,1026 | тз = 6,9317 | n3 = 13,7924 
A (E:uíuououo)ËE, 0,1663 0,0011 0,0844 
Ау (Е Š uugugouo) E; 2 0,2545 0,1647 0,0805 
A (E: ugurugouo)E.1 0,2571 0,4173 0,4472 
A (E: uguruoug) Ea 0,0639 0,0094 0,0727 
A (E: uouowrug) Ea 0,0030 0,2448 0,0388 
Ау (Е А uouourug)E. 2 0,0237 0,1165 0,1571 
A (E:uouououi)E.i 0,2208 0,1927 0,0929 
A,(E: uguouou ) Ea 0,0117 0,0005 0,0354 
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współczynniki dla stanu 37 
Na = 10,6410 | wy = 0,519, wą = —0,641, из = —0,649, 
тз = 13,1026 | w4 = 0,322, ws = 0,063, wg = —0,188, 
wą = —0,602, wg = —0,137 
Na = 10,6548 | w, = —0,047, и» = 0,586, ш; = 0,809 
тз = 6,9317 wą = 0,148, wz = —0,714, wg = 0,493 
Шт = —0,333, wg = 0,023 
Na = 9,9022 | w; = 0,525, wą = —0,502, шз = —1,231 
тз = 13,7924 | ид = 0,496, ws = 0,348, wg = —0,716, 
Шт = —0,562, wg = —0,346 


Dla tego stanu w zależności od wyboru parametrów majwiększy wkład 


dają następujące funkcje: dla 7» = 10,6410, лз = 13,1026 są to 


A (E А uguruouo)E.1, Ау (Е: uruguouo)E.2 oraz Ау (Е: иоцошош)Е.1, dla 


krórych wzbudzenia pojawiają się odpowiednio przy азо, 051, 055, 


a30, 051, 053 1 Q30, A39, 33. Dla pozostałych dwóch zbiorów parametrów 
największy wkład daje funkcja A, (Е: ugurugug) ЕЁ. mająca wzbudzenie 


Ы / / 
przy zmiennych азо, 031, 232: 


(4) Dla stanu 57 otrzymujemy: 


Na = 10,6410 | m» = 10,6548 | т = 9,9022 

funkcja bazowa ng = 13,1026 тз = 6,9317 | ng = 13,7924 
D (E: wruguouo) E1 0,1290 0,0143 0,0938 
B,(E: uwouowo)E.2 0,2299 0,2116 0,2200 
B,(E: uwuguowo)E.3 0,1028 0,1857 0,1909 
B,(E: исши) E 0,1546 0,3155 0,2677 
D (Е: uguruouo)E.2 0,0813 0,0015 0,0063 
DI(E:uouiuouo)ËE.3 0,0545 3,0342 x 1076 0,0294 
B,(E: uguowi wy) E, 0,0090 0,1679 0,0060 
B,(E: uguouruo)E.2 0,0285 0,0231 0,0061 
B,(E: uguowiwy)E.3 0,0947 0,0482 0,1587 
В! (Е А uououou, )Е 1 0,0495 0,1142 0,0314 
D (Е: uwwouow ) Е.ә 0,0033 0,0027 0,0003 
D (Е: uowouow)E.3 0,0672 0,0098 0,0019 
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współczynniki dla stanu 57 
Na = 10,6410 ил = 0,567, ws =—0,756, шз = 0,501, 
n3 = 13,1026 w4 = —0,624, wg = 0,452, wę = —0,371, 
wy = 0,143, wg = —0,257, wg = 0,481, 
wio = —0,355, И] = 0,092, W12 = —0,412, 
Na = 10,6548 шу = 0,253, и» = 0,976, из = —0,914 
тз = 6,9317 w4 = 1,073, wę = 0,048, wę = —0,086, 
шт = —0,869, wg = 0,322, wg = —0,466, 
Што = —0,318, Ш = —0,093, W12 = —0,241, 
n2 = 9,9022 шу = 0,567, wą =—0,870, шз = 0,794, 
ng = 13,7924 w4 = —0,964, wę = 0,148, wę = —0,320, 
шу = 0,128, wg=—0,121, wg = 0,720, 
ило = —0,331, wy = —0,080, шә = 0,081, 


Dla tego stanu i dla parametrów 72 = 10,6410, 73 = 13,1026 funkcją 
dającą największy wkład jest B (E: wyucugowo) Е, dla której wzbudze- 
nia pojawiają się przy zmiennych озо, 031, oss. Dla pozostałych zbio- 
rów parametrów funkcją dominującą jest В. (Е: uguruoug) Е, со daje 
wzbudzenie przy zmiennych озо, 051, 939: 


Dla stanów trzeciego pasma, gdzie 


27,47: Фарида Rim (т10) 
zostały otrzymane następujące wartości dla stanu 27: 
Na = 10,6410 | т = 10,6548 | no = 9,9022 
funkcja bazowa ng = 13,1026 | тз = 6,9317 | тз = 13,7924 
A (E: uruguouo) E 0,1646 0,9707 0,5047 
A(E:uotuiuotuo) E 0,0288 0,0135 0,0173 
A(E:uououiuo) E 0,2340 0,0011 0,0273 
A (E:uououotui) E 0,5767 0,0049 0,4570 
współczynniki dla stanu 27 
Me = 10,6410 | w; = 7,254 x 10%, wo = —3,252 x 10“, 
пз = 13,1026 | шз = 9,014 x 10%, wy = —14,319 x 10, 
Na = 10,6548 шу = —2,426, wą = —0,406, 
тз = 6,9317 w3 = —0,080, w4 = —0,323, 
Na = 9,9022 wi = —0,443, wą = —0,082, 
ng = 13,7924 шз = —0,091, им = 0,424. 
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Dla parametrów ne = 10,6410,n3 = 13,1026 funkcja dająca najwięk- 
szy wkład jest oznaczona jako А (Е: ugugugu,)E, co daje wzbudze- 
nie przy zmiennych oso, 055, 053. Dla na = 10,6548, тз = 6,9317 naj- 
większy wkład daje funkcja 44(E: uyuouowo)E, dla której wzbudzenia 
występują przy zmiennych озо, 05, 33. Dla ostatniego zbioru parame- 
tów na = 9,9022, пз = 13,7924 funkcją o największym wkładzie jest 
A (E: uwugugwg)E oraz А (Е: ugugugu)E, co daje odpowiednio wzbu- 
dzenia przy oo, 051, 053 1 230, 052, 053. 


Dla stanu 4 otrzymane wartości wynoszą: 


Na = 10,6410 | n2 = 10,6548 | no = 9,9022 

funkcja bazowa з = 13,1026 | тз = 6,9317 | n3 = 13,7924 
A (E: uuououo) Ел 0,0888 0,5688 0,2806 
A (E: wuguoug) Ea 0,0709 0,4017 0,2219 
A (Е: uguruoug) ЕЁ, 0,0154 0,0080 0,0093 
A (E: uguruouo)E.2 0,0133 0,0054 0,0080 
A (E: uguouruo) E; 0,1213 0,0005 0,0130 
A (E: uguouruo)E.2 0,1178 0,0006 0,0167 
A (E: uguouow ) Е 0,3082 0,0035 0,2450 
A (E: uguouou ) Ea 0,2682 0,0015 0,2120 


współczynniki dla stanu 47 
Na = 10,6410 wi = 3,956 x 10%, w= 3,529 x 10%, 
пз = 13,1026 | wz = —1,702 x 10%, wą = —1,5825 х 104, 
шь = 4,6421 x 10”, ив = 4,579 x 104, 
шт = —7,4882 x 10%, wg = —6,9850 x 101 
Na = 10,6548 шу = 0,754, wą = 0,634, из = 0,129 
тз = 6,9317 wą = 0,102, ш = 0,022, wę = 0,024, 
Шт = 0,107, wg = 0,077 
Na = 9,9022 w, = 0,734, wą = 0,652, из = 0,134 
з = 13,7924 wą = 0,124, ws = 0,139, wę = 0,162, 
шт = —0,689, wg = —0,641 


Dla pierwszego zbioru parametrów największy wkład dają funkcje 
A(E:uouououi) Ea i A1 (E: uououou:)E.2, dla których wzbudzenia są 
przy zmiennych озо, 059, 053. Dla drugiego zbioru parametów tymi funk- 
cjami są А (Е: ujuououo) E., i A (E: uuguowy) Ea, dla których wzbu- 
dzenia występują przy zmiennych озо, 051, oss. Dla ostatniego zbioru 
parametrów najbardziej istotną funkcją jest A (Е: ujuououo) E., dla 
której wzbudzenia są przy Озо, 051, Q33. 


262 


(6) W trzecim paśmie, gdzie 


4: CA > i RE, 
а a Riu (711) 
rozkład prawdopodobieństwa dla stanu 2 wynosi: 
Na = 10,6410 | т = 10,6548 | no = 9,9022 
funkcja bazowa ng = 13,1026 тз = 6,9317 | тз = 13,7924 
B,(E : urugougouo) E 0,7873 0,0721 0,1978 
(Е: uguruouo) E 0,0116 0,7517 0,6144 
B,(E:uouowiwo)E 0,1677 0,0163 0,0182 
D (E :uouotuoui) E 0,0429 0,4805 0,1733 
współczynniki dla stanu 27 
Na = 10,6410 | w; = 2,723, wą = —0,330, из = 1,228, 
ng = 13,1026 w4 = 0,638 
Na = 10,6548 | w; = —0,441, wą = 1,163, шз = —0,210 
тз = 6,9317 wą = —0,708 
Na = 9,9022 = —0,875, wo = 1,554, wz = —0,243 
ng = 13,7924 = —0,825 


Dla parametrów 75 = 10,6410, n3 = 13,1026 największy wkład do tego 
stanu daje funkcja В.(Е : uruououo) E, ze wzbudzeniami przy озо, Өзү, 053. 
Dla pozostałych parametrów największy wkład daje funkcja 

B,(E: шц шушо) E mająca wzbudzenia przy zmiennych oso, 051, 252. 


Dla stanu 47: 

Na = 10,6410 | n2 = 10,6548 | no = 9,9022 

funkcja bazowa Ta = 13,1026 | тз = 6,9317 | n3 = 13,7924 
A(E:ujuououo)ËE, 0.6151 0.0563 0,1545 
A (E:uíuououo)ËE.2 0.1722 0.0158 0,0433 
A (E: uguruoug) Ei 0,0091 0,5873 0,4800 
A,(E: uguruoug) Ea 0,0025 0,1644 0,1344 
A (E: ugugur ug) Е 0,1310 0,0127 0,0142 
Ау (Е А иоиоитио)Е, 2 0,0367 0,0036 0,0040 
Ау (Е А uououou, )Е, 1 0,0335 0,3754 0,1354 
A (E : uououow )Е.э 0,0094 0,1051 0,0379 
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współczynniki dla stanu 47 
Na = 10,6410 | wy = 3,203, wą = —1,695, из = —0,388, 
тз = 13,1026 | w4 = 0,205, ws = 1,445, wę = —0,765, 
Шт = 0,751, wg = —0,397 
Na = 10,6548 | w, = —0,346, и» = 0,183, и; = 0,912 
їз = 6,9317 | им = —0,483, ws = —0,165, węg = 0,087, 
шт = —0,555, wg = 0,294 
т = 9,9022 шу = —0,569, wą = 0,301, wz = 1,009 
тз = 13,7924 | им = —0,534, ws = —0,158, и; = 0,084, 
Шт = —0,536, из = 0,283 


Dla tego stanu i parametrów ņ = 10,6410,n3 = 13,1026 najwięk- 
szy wkład daje funkcja A;(E: u1uououo) E., mająca wzbudzenia przy 
a30, 051, 053. Dla pozostałych parametrów istotną funkcją jest 

A (E: uguiuouo) Е. ze wzbudzeniami przy озо, 051, 052. 


W trzecim paśmie opisanym przez funkcje 


47: Фарба Rim 
27: Фары Rim (712) 
stan 27 ma następujący rozkład prawdopodobieństwa: 
Na = 10,6410 | т = 10,6548 | no = 9,9022 
funkcja bazowa ng = 13,1026 | тз = 6,9317 | n3 = 13,7924 
A (E: wuguow)E 0,7873 0,0721 0,1978 
Ау (Е: uguugu) Е 0,0116 0,7517 0,6144 
A (Е: ugugurug)E 0,1677 0,0163 0,0182 
А (Е: ugugugu)E 0,0429 0,4805 0,1738 
współczynniki dla stanu 27 
т = 10,6410 | w = 2,723, wą = —0,330, из = 1,228, 
Ta = 13,1026 wą = 0,638 
Na = 10,6548 | w, = —0,441, wa = 1,163, шз = —0,210 
Ta = 6,9317 w4 = —0,708 
Na = 9,9022 | w; = —0,875, wą = 1,554, из = —0,243 
пз = 13,7924 wą = —0,825 


Dla stanu 27 i dla parametrów 72 = 10,6410, n3 = 13,1026 największy 
wkład daje funkcja А, (Е: uzuguougy)£, a dla pozostałych parametrów 
A (Е: uguqugug)E. Posiadają one wzbudzenia identyczne jak dla funk- 
cji z wcześniejszego wyboru trzeciego pasma. 
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Dla stanu 4 mamy: 


Na = 10,6410 | т = 10,6548 | т» = 9,9022 
funkcja bazowa з = 13,1026 | тз = 6,9317 | n3 = 13,7924 
Bı (E: wuouwow) Ел 0,6151 0,0563 0,1545 
Bı (E: uruguouo)E.2 0,1722 0,0158 0,0433 
В! (Е: uguuouo) E1 0,0091 0,5873 0,4800 
Bı (E: uguuouo)E.2 0,0025 0,1644 0,1344 
Bı (E: ишо ио) Ea 0,1810 0,0127 0,0142 
B,(E: uouowi wo) £.2 0,0367 0,0036 0,0040 
B,(E: wwwowow) Ea 0,0335 0,3754 0,1354 
B,(E: uguouow )Е.5 0,0094 0,1051 0,0379 
współczynniki dla stanu 47 
Na = 10,6410 | w; = 3,203, wą = —1,695, из = —0,388, 
з = 13,1026 | им = 0,205, wg = 1,445, wę = —0,165, 
шт = 0,751, wg = —0,397 
Na = 10,6548 шу = —0,346, ш» = 0,183, шз = 0,912 
пз = 6,9317 | w4 = —0,483, шь = —0,165, wę = 0,087, 
wy = —0,555, из = 0,294 
то = 9,9022 шу = —0,569, ш» = 0,301, шз = 1,009 
з = 13,7924 | wą = —0,534, ws = —0,158, wę = 0,084, 
wy = —0,536, wg = 0,283 


Dla tego stanu największy wkład dają funkcje: dla pierwszego zbioru 
parametrów jest to B;(E: uzruguouo) Е, dla pozostałych 
B,(E: шиушошо) Ea. Mają one wzbudzenia identyczne jak dla wcze- 


śniejszego przykładu. 


(8) Gdy trzecie pasmo opisane jest przez stany 


27,47: фа Rim (713) 
otrzymane prawdopodobieństwa dla stanu 27 wynoszą: 

Na = 10,6410 | n2 = 10,6548 | no = 9,9022 

funkcja bazowa Ta = 13,1026 тз = 6,9317 | n3 = 13,7924 
DI(E:uíuotouo) E 0,3299 0,9679 0,5884 
B,(E:ugwuow)E 0,0189 0,0135 0,0066 
В! (Е: uguouruo) Е 0,2762 0,0013 0,0961 
B,(E:uguowow)E 0,3821 0,0062 0,3216 
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współczynniki dla stanu 27 
Na = 10,6410 | иу = —1,303, а» = 0,321, wg = —1,189, 
тз = 13,1026 wą = 1,420 
Na = 10,6548 | wy = —2,517/, wą = —0,432, шз = —0,093 
тз = 6,9317 w4 = —0,362 
Na = 9,9022 | w; = —1,526, wą = —0,163, wz = —0,581 
тз = 13,7924 wą = 1,140 


Dla stanu 2” i pierwszego zbioru parametrów najbardziej istotną funk- 
сја jest В. (Е: uououou,)E ze wzbudzeniami przy озо, ©з», 33. Dla po- 
zostałych parametrów największy wkład daje funkcja B;(F: wwugugu)E 
ze wzbudzeniami przy zmiennych азо, 051, 053. 


Dla stanu 47: 
Na = 10,6410 | т = 10,6548 | N2 = 9,9022 
funkcja bazowa з = 13,1026 | тз = 6,9317 | n3 = 13,7924 
В, (E: Uurugugug) E 1 0,1650 0,4840 0,2942 
В, (E: UrUgUgug) E 2 0,1650 0,4840 0,2942 
B,(E: шец номе) E 0,0094 0,0068 0,0033 
B,(E: ugwuow) Ea 0,0094 0,0068 0,0033 
B,(E: ugugur ug) Е 0,1381 0,0007 0,0481 
B,(E: uwuowiwo) £.2 0,1381 0,0007 0,0481 
B,(E: wwwowow)E4 0,1911 0,0031 0,1608 
Bı (E: uguouow)E.2 0,1911 0,0031 0,1608 
współczynniki dla stanu 47 
Na = 10,6410 | w, = —1,076, ш» = —1,076, wz = 0,265, 
ng = 13,1026 | w4 = 0,265, ws = —0,982, wg = —0,982, 
шт = 1,173, ws = 1,173 
Na = 10,6548 шу = 0,877, w= 0,877, шз = 0,150 
тз = 6,9317 w4 = 0,150, ws = 0,033, wę = 0,033, 
wy = 0,126, wg = 0,126 
Na = 9,9022 | w, = —1,459, wą = —1,459, из = —0,156 
na = 13,7924 | им = —0,156, ws = —0,555, wę = —0655, 
шт = 1,090, wg = 1,090 


Dla tego stanu i każdego wyboru parametrów największy wkład dają 
dwie funkcje mające identyczną część wibracyjną. Dla pierwszego zbioru 
parametrów jest to B;(E: uguougu, ) Е i B (E :uouotuoui) E. Mają one 
wzbudzenia przy озо, 23, 33. Dla pozostałych zbiorów parametrów są 
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to funkcje B;(E: ujuououo) Ез i В.(Е: wuouowo)E:2, ze wzbudzeniami 
/ ГА 
przy 030, 031, 033: 


Е.2 Model o innej strukturze trzeciego pasma 


W omawianym modelu istnieje siedem schematów najlepiej odtwarzających 
wartości eksperymentalne [5, 6] dla rozważanych trzech pasm energetycznych 
156Gd. Wszystkie schematy można podzielić na trzy grupy, do których należą 
schematy o numerach 1 i 2, 3 i 4 oraz 5, 6 i 7. 

Wszystkie schematy mają taką samą budowę >. pierwszych pasm, tj.: 


ЕЕ );А1 = 1 

ШЕ WERKA Ra; 5 : do! Т ГА 

+ ;А1 — A 

274 ФВ) KE. 3 : PAY e TRM 

SE );А1 

WE фый RA. И (714) 


Różnią się one jedynie parametrami opisującymi stany oraz budową trzeciego 
pasma. 


(I) Pierwsze dwa schematy mają następujące parametry opisujące stany 
dla dwóch pierwszych pasm: 


Na = 10,655, Ts = 6,932, 
доо = 0,34, дә = 107°, (715) 
d30 = —0,034, 05; = —0,068, & = —0,415, dzą = —0,080 (716) 
oraz parametry dla stanów występujących w trzecim paśmie: 
Na = 7,648, Ts = 7,273, 
боо = —0,332, аә = 0,580, (717) 


dzo = 0,041, 45; = 0,024, dzą = —0,018, dzą = —0,073. (718) 
(1) W schemacie 1. postać trzeciego "a jest następująca: 
4: б ый as "R 
2: ХВ! А | RIM (719) 
gdzie wartości przejść mieszczą się w КИРЕТ niepewności 
pomiarowej wyznaczonych w eksperymencie: 
B(E2:4 — 27) = 724 У.и, 
B(E1:4 — 41) = 0,103 x 107 W.u, 
B(E1:2 — 2+) = 1,359 x 1077 И.и. 
(720) 
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2) W schemacie 2. trzecie pasmo ma postać: 
p p 

47: фоны RE", 

27: фо Re", (721) 
dla którego В(Е1 : 47 + 4*) ma wartość bliską granicy górnej 
przedziału niepewności pomiarowej, ale nie mieści się w samym 
przedziale oraz В(Е1 : 27 + 2+) jest o jeden rząd większe od 
granicznej wartości wynikającej z eksperymentu: 

В(Е2 : 47 +2) = 724 У.и, 
B(E1 :4- — 41) = 0,505 x 103 W.u, 
B(E1:2 — 2+) = 0,596 x 10% И.и. 
(722) 


(II) Kolejne dwa schematy mają następujące parametry opisujące stany dla 
dwóch pierwszych pasm: 


na = 9,902, тз = 13,792, 
боо = 0,34, доо = 107°, (723) 


dzo = 0,106, dz, = 0,099, dzą = 0,090, 05; = 0,123 (724) 
oraz parametry dla trzeciego pasma: 


n2 = 7,648, 113 = 7,273, 
& = —0,332, боо = 0,580, (725) 


day = 0,041, dh, = 0,024, dł = —0,018, dz; = —0,073. (726) 
(3) W schemacie 3. trzecie pasmo ma postać: 


—. „Ai „ЕЁ DJM 
4: во vib3 Ер И 


27: Фарр REV, (727) 
gdzie В(Е1 : 27 + 2") mieści się w przedziale wyznaczonym z 
eksperymentu, a В(Е1 : 47 — 47) jest trzy rzędy za małe: 
B(E2:4 — 27) = 724 У.и, 
B(E1:4 — 41) = 1,565 x 107” Wu, 
B(E1 : 27 — 21) = 0,000054 W.u. 
(728) 
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(4) W schemacie 4. postać trzeciego pasma jest następująca: 


z —);Е 
4: Ф532, o RẸ“, 

= —);Е 

2: фаз, e RJ“, (729) 


gdzie В(Е1 : 47 + 47) ma wartość bliską górnej granicy prze- 
działu niepewności eksperymentalnej, a B(E1 : 27 + 2*) jest о 
jeden rząd za duże: 
B(E2:4 +2) = 724 У.и, 
B(E1:4 — 41) = 0,384 x 103% И.и, 
B(E1:2 — 2+) = 0,675 x 10% И.и. 
(730) 


(III) Ostatnie trzy schematy mają następujące parametry opisujące stany 
dla dwóch pierwszych pasm: 


nz = 10,641, ms = 13,103, 
доо = 0,340, åz = 10 °, (731) 


go = 0,111, dy, = 0,099, & = 0,108, й = 0,110. (732) 


(5) W schemacie 5. trzecie pasmo zbudowane jest z następujących 


stanów: 
z —);Е 
4: ns kę RẸ, 
= —);Е 
2: фаз, 2 RJ“, (733) 
gdzie 


n = 7,648, 1з = 7,273, 
боо = —0,332, аэ = 0,580, (734) 


зо = 0,041, dz; = 0,024, dzą = —0,018, а; = —0,073. (735) 
Otrzymane zredukowane prawdopodobieństwa przejść mają na- 
stępującą wartość: 

B(E2:4 — 27) = 724 У.и, 
B(E1:4 — 41) = 0,111 x 103 Wu, 
B(E1:2 — 2+) = 0,457 x 103 Ийи. 
(736) 
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W (736) B(E1 : 47 + 4*) odtwarza wartość eksperymentalną, 
a В(Е1 : 2 + 2*) jest o rząd większe w stosunku do granicy 
górnej. 

W schemacie 6. postać trzeciego pasma jest natępująca: 


= A —);Е 
4: üo ү Rz, 
27: рифа REM, (737) 
gdzie 
о = 7,648, ns = 7,273, 
боо = —0,332, аә = 0,580, (738) 


&з = 0,041, 3, = 0,024, & = —0,018, dzą = —0,073, (739) 
B(E2:47 — 27) = 724 Wu, 


B(E1 : 47 — 4*) = 1,030 x 1077 Wu, 
B(E1:27 + 2*) = 7,200 x 1075 Wu, 


(740) 
gdzie B(E1 : 2 + 2") mieści się w przedziale niepewności, a 
wartość B(E1 : 47 +4") jest о trzy rzędy za małe. 


W schemacie 7. trzecie pasmo ma postać : 


4: ФВ. Rzy, 
нн 2 (741) 
gdzie 
Na = 8,311, Ta = 11,421, 
доо = —0,312, ё = 0,604, (742) 


зо = —0,001, & = 0,043, åh = —0,064, åk = —0,129,(743) 


natomiast 


B(E2:47 +27) = 724 Wu, 
B(E1 : 47 — 4+) = 1,144 x 1075 Wu, 
B(E1 : 27 + 2+) = 6,968 x 1077 W.u, 


(744) 
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gdzie podobnie jak w schemacie 6: B(E1 : 27 — 2*) mieści się w 
przedziale niepewności, a В(Е1 : 47 — 4*) jest o trzy rzędy za 
małe. 


W przedstawionych poniżej tabelach wartości prawdopodobieństw odpo- 
wiadają z jakim dany iloczyn trzech funkcji bazowych wchodzi w skład stanu, 
a wielkość otrzymana z odjęcia otrzymanego prawdopodobieństwa dotyczy 
iloczynów ortogonalnych do danego. 

Stan 2* 


(i) dla schematu 1 i 2: 


funkcja bazowa | (Bı М шошо) A+ Ву | (В, * ишо) A+ Ву | (В, : ио) Ал Ву 
prawdop. | 0,9448 | 0,0542 | 0,0011 


Współczynniki w;, i = 1, 2, 3: 
и = 0,773, шо = 0,185, из = —0,026, (745) 


(ii) dla schematu 3 i 4: 


funkcja bazowa | (Bı š uguo) A+ Ву | (В, Š uqug) A+ Ву | (В, : ио) Ал Ву 
prawdop. | 0,9316 | 0,0685 | 0,0002 


Współczynniki w;, i = 1,2,3: 
шу = —1,346, w= —0,364, шз = —0,019, (746) 


(iii) dla schematu 5, 6 i 7: 


funkcja bazowa | (Bı : uguo) A+ Ву | (В, > ишо) A+ Ву | (В, В шош )A+ Ву 
prawdop. | 0,968 | 0,0277 | 0,0036 


Współczynniki w;, i = 1,2,3: 
шу = —0,580, w= —0,098, шз = 0,035. (747) 


Z podanych wyników widać, że dla wszystkich schematów stanu 27 wkład 
dominujący ma funkcja nie posiadająca wzbudzenia zarówno w części kwa- 
drupolowej, pochodzącej z rzutu funkcji ug(12; боо = &20)uo( V 2Na; Q22 — Awa) 
na reprezentację В}, jak i oktupolowej, która jest funkcją symetryczną wzglę- 
dem obrotów, należy do reprezentacji A, i ma postać 


tto (ma; a30)uo(V 273; azı )uo(V 273; a3>)uo(V 2n3; оз). (748) 


Stan 47 Wkłady procentowe jaki wnoszą poszczególne wektory bazowe 
przedstawione są poniżej w tabelach. Podobnie jak dla stanu 27 otrzymane 
parametry są wspólne dla dwóch lub trzech schematów: 
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(1) dla schematów 1 i 2: 


funkcja bazowa 


(А : иоио) Ал Ах, 


(А, а uuo) Ar Ах 


prawdop. 


funkcja bazowa 


0,6070 


(A. : пош)А А 


0,3278 


(A. : uguo) A1A1:2 
prawdop. 0,0026 0,1807 
funkcja bazowa | (Aq: шои) Ar Ауэ | (Ау: шеи) Ar Ат 
prawdop. | 0,0567 | 0,0194 


Współczynniki w;, i = 1,...,6: 


шу = 0,910, wą = 0,745, шз = 0,232, 


(iii) dla schematów 5, 6 i 7: 


(749) 
wą = 0,066, ws = 0,177, wę = 0,293, 
(ii) dla schematów 3 i 4: 
funkcja bazowa || (Ау: uguo) Ау А. | (Ar: иие) Ау A 
prawdop. 0,4358 0,1412 
funkcja bazowa || (Ау: uou1) A14; | (A1: uowo)A1 Ana 
prawdop. 0,0294 0,0001 
funkcja bazowa | (Ar: шоо) А. Ау | (Аз: пош) А Ау, 
prawdop. | 0,0007 | 0,1094 
Współczynniki w,, i = 1,...,6: 
шу = —2,354, w= —1,273, шз = 0,088, (750) 
w4 = —1,425, ws = —0,696, wę = 0,807, 
funkcja bazowa | (Ау: uouo) Аз А11 | (Ау: uuo) Ау Ал 
prawdop. 0,8617 0,0003 
funkcja bazowa | (А, : иош) Ау Ау | (Ау: моцу) Ar А12 
prawdop. 0,0410 0,1855 
funkcja bazowa | (Ау: иуи) Ау Аз | (A: uou) Ау Ai. 
prawdop. 0,0392 0,0026 
Współczynniki w;, i = 1,...,6: 
шу = 1,374, w= 0,274, шз = —0,352, (751) 


шл = 0,248, w5 = 0,425, We = —0,142. 


272 


Analogicznie jak dla stanu 27, również tutaj największy wkład do pełnej 


funkcji ma funkcja nie posiadająca wzbudzeń. 


Stan 3 Prawdopodobieństwo z jakim określona funkcja bazowa wchodzi 


w skład stanu 3 jest dane w poniższych tabelach: 


(i) dla schematów 1i 2: 


funkcja bazowa | А; (Е: wuoucuo)Ex | A (E : wuouowo)E:2 
prawdop. 0,0011 0,1647 
funkcja bazowa | A (E : uowruouo)Ea | А (E : uowuoug) Е.ә 
prawdop. 0,4173 0,0094 
funkcja bazowa | А. (Е: uouowiwo)E; | А (Е: uouowuo) Е, 
prawdop. 0,2448 0,1165 
funkcja bazowa | А, (Е: uowouou,)E., | Аз (Е: uguougu ) Е.ә 
prawdop. 0,1927 0,0005 
Współczynniki w,, i = 1,...,8: 
шу = —0,047, ш» = 0.586, шз = 0.809, wą = 0,148, 
wg = —0,714, wę = 0,493, шт = —0,333, wg = 0,023. 


Dla omawianych schematów największy wkład w stan 37 ma funkcja 
oznaczona jako A; (Е: ugwrugw)E.1, tj. dla której część oktupolowa po- 
wstała z rzutowania ug(73; Озо — бзо) ш (V 29a; 05, — Ay Juo( V 292; aka — 
&)шо(М2т}›; оз = бз) na reprezentację dwuwymiarową E. Dla tego 
rzutu otrzymana funkcja posiada w każdej funkcji składowej jedno 
wzbudzenie występujące przy о5; albo озо albo аз». 


(ii) dla schematów З 1 4: 


funkcja bazowa 
prawdop. 


Ау (Е Н UrUGUGW) Е. 
0,0844 


Ау (Е : шуцошоцо) Е. 
0,0805 


funkcja bazowa | А, (Е: uowruguo)E | A (Е: пошшо) Е.ә 


prawdop. 0,4472 0.0727 
funkcja bazowa, | А (Е: uguour ug) Ел | A (Е: ugugurug)E.2 

prawdop. | 0,0388 | 0,1571 
funkcja bazowa | A (E: uguouow | Ea | A (E: uouwouow ) Ea 

prawdop. | 0,0929 | 0,0354 
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Współczynniki w;, i = 1,...,8: 


wy = 0,525, 
w; = 0,348, 


Dla schematów 3 i 4 największy wkład posiada taka sama funkcja јак 


dla modeli 1i2. 


wą = —0,502, 
wę — 0,716, 


(iii) dla schematów 5, 6 i 7: 


шз = —1,231, 
шт = —0,562, 


wą = 0,496, 
wg = —0,346. 


funkcja bazowa | A (Е: wuouguo)E. | A (Е: uruougug)E.2 
prawdop. 0,1663 0,2545 
funkcja bazowa | А, (Е: uowruguo)E | A (Е: пошшо) ЕЁ, 
prawdop. 0,2571 0,0639 
funkcja bazowa || A (Е: uotwowuc)E. | Аз (Е: uguowug)E.2 
prawdop. 0,0030 0,0237 
funkcja bazowa | А (Е: иуиоиош) Е. | A (Е: uguouou:)E.2 
prawdop. 0,2208 0,0117 
Współczynniki w;, i = 1,...,8: 
ил = 0,519, w= —0,641, из = —0,649, им = 0,322, 
ws = 0,063, wę — 0,188, wy = —0,602, wg = —0,137. 


W trzech ostatnich schematach największy wkład posiadają funkcje 


oznaczone јако А (Е: иошиоцо) Е, A (E: urugououo)E.2 oraz 


А1(Е: иоиоштио) Ел. Dla pierwszej funkcji wzbudzenia występują przy 
Озо, 051, 035 dla drugiej przy озо, ©з, 33, a dla trzeciej przy озү, 055, 233. 


Stan 5 Prawdopodobieństwa z jakimi określona funkcja bazowa wchodzi 


w skład stanu 5 są dane w poniższych tabelach: 


(i) dla schematów 1 i 2: 


funkcja bazowa 


В, (Е К uruoupug) E1 


Bı (E : uugugouo)E.2 


prawdop. 


funkcja bazowa 


0,0143 


B,(E б urugougouo)E:3 


1 


0,2116 


Bı (E: ичир) EA 


prawdop. 0,1857 0,3155 
funkcja bazowa | B,(E: мушу шошо) Е.ә | B,(E: uowuowo)E;3 
prawdop. | 0,0019 | 3,0342"? 
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funkcja bazowa | B;(E: uowowuwo)E, | В.(Е: uguowr ug) Е, 
prawdop. 0,1679 0,0231 

funkcja bazowa | В. (E:uououíiuo)Es | В.(Е: иоиоцош) Ea 
prawdop. 0,0482 0,1142 

funkcja bazowa | В. (Е: иоџоцош ) Ea | В,(Е: uououow)E.3 
prawdop. 0,0027 0,0098 


Współczynniki ш;, i = 1,...,12: 


шу = 0,253, wə = 0,976, 
ш5 = 0,048, wę = —0,086, 
wg = —0,466, Ило = —0,318, 


шз = —0,914, им = 1,073, 
шт = —0,869, 
Шуу = —0,093, 


wg = 0,322, 
W12 = —0,241. 
(755) 


Dla tych schematów największy wkład posiada funkcja oznaczona jako 
B,(E: иошиоц)Е.1, gdzie wzbudzenia występują przy озо, X3,, 05. 


(ii) dla schematów 3 i 4 otrzymujemy: 


funkcja bazowa | B;(E: wuguow)Ex | В.(Е: uuguow) Е. 
prawdop. 0,9377 0,2200 
funkcja bazowa B,(E К uugugouo)E.3 Bı (E: ичир) EA 
prawdop. 0,1909 0,2677 
funkcja bazowa | B;(E: пошшо) Е | В.(Е: uguyugug) Ез 
prawdop. 0,0063 0,0294 
funkcja bazowa | B;(E: uguowiwo) E. | В.(Е: uouow wo) Е. 
prawdop. 0,0060 0,0061 
funkcja bazowa | B;(E: wwuowuo)E3 | В.(Е: иоиопош ) Ел 
prawdop. 0,1587 0,034 
funkcja bazowa | B,(E: uguououw ) Ea | B,(E: uguouou)E.3 
prawdop. | 0,0003 | 0,0019 


Współczynniki w;, i = 1,...,12: 


ш = 0,567, ш» = — 0,870, 


w3 = 0,794, w4 = — 0,964, 

Шт = 0,128, wg = —0,121, 

ш = —0,030, илә = 0,081. 
(756) 


Dla tych schematów największy wkład posiada funkcja oznaczona jako 
B,(E: итиоиоцо)Е 1, gdzie wzbudzenia występują przy озо, 031, 053. 


шу = 0,148, 
wg = 0,720, 


wę = —0,320, 
w10 = —0,331, 
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(11) dla schematów 5, 6 1 7 uzyskujemy: 


funkcja bazowa | B;(E: wuowowo)Ea | В.(Е: wuoucug) Е.ә 
prawdop. 0,1290 0,2299 


funkcja bazowa | B (E А urugougouo)E:3 Bı (E: ичир) EA 


$ 


prawdop. 0,1028 0,1546 


funkcja bazowa | B (E I uguugu) Е. Bı (E: uguugu) E.3 
prawdop. 0,0813 0,0545 


funkcja bazowa | B (E: uguouruo) Еу | B;y(E: uguouruo)E.2 
prawdop. 0,0090 0,0285 


funkcja bazowa || Bı (Е: uouou1uo)E:3 | Bı(E: uououou:) Ea 


1 


prawdop. 0,0947 0,0495 


funkcja bazowa | Bi(E:uououosui) E | DB (E: uouououi) E. 


m 7 


prawdop. 0,0033 0,0672 


Współczynniki wy, 4 = 1,...,12: 


шу = 0,567, шо = —0,/56, шз = 0,501, wą = —0,624, 
ws = 0,452, ив = —0,371, шт = 0.143, wg = —0,257, 
wg = 0,481, wio = —0,355, wn = 0,092, шә = —0,412. 
(757) 


W tym przypadku największy wkład posiada funkcja oznaczone jako 

B,(E: wyuguowo) E.2, gdzie wzbudzenia występują przy aż, albo oso albo a33. 
E. - określa drugą z trzech równoważnych reprezentacji dwuwymiarowych 
E. 

Dla trzeciego pasma, oktupolowego o parzystym momencie pędu, wszyst- 
kie parametry opisujące stany zostały znalezione oddzielnie. Oznacza to, że 
zgodnie z założeniami, również takie parametry jak na, 73, deformacje oktu- 
polowe {&з„} oraz oktupolowe доо, д2, były dopasowywane, tak aby od- 
tworzyć przejście В(Е2 : 47 — 27). Do określenia, który możliwy schemat 
pasuje do opisu gadolinu, potrzebne były wartości przejść B(E1 : 47 + 4+) і 
B(E1:2 — 2+) otrzymane dla wszystkich możliwych modeli. Okazało się, 
że jedynie dwa możliwe schematy trzeciego pasma dają przybliżone wartości 
eksperymentalne. Są to przypadki, gdy: 


—. „A „EBSEPJM 
4: ШЖ vib3 Ер И 


о НМ (758) 
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oraz 


EEA B „,(—)E DJM 
4: ШЖ vib3 Ер И 
—. А „СЕ pJM 
2: ШЖ vib3 Ер 


(759) 


W pozostałych przypadkach, gdy stany 2 i 47 mają taką samą budowę pod 
względem algebraicznym, nie udało się otrzymać wartości przejść В(Е1) bli- 
skich danym eksperymentalnym. Poniżej przedstawione są wyniki otrzymane 
dla stanów 27 i 47, które należą do jednego z pasm (758)-(759). 

Stan 2 W przypadku, gdy mamy Гу = Ai, wówczas istnieją dwa możliwe 
zbiory parametrów, które odowiadają odpowiednim schematom: 


(1) dla schematów 2, 4 i 5: 


funkcja bazowa | A (E: uruouow)E | A (E : uouruouo) E 


prawdop. | 0,2483 


| 0,7207 


funkcja bazowa c.d. | A (E: uououruo) E | А. (Е: uguouou)E 


prawdop. | 0,3107 | 0,0230 
Współczynniki w;, i = 1,2,3,4: 
и =—0,170, wą = 0,649, из = 0,298, wy = —0,053. (760) 


W tym stanie największy wkład posiada funkcja А (Е: ugujugug)£, 
gdzie wzbudzenia występują przy os, albo азо albo аз». 


(ii) dla schematu 7 otrzymujemy: 


funkcja bazowa | A (E : uruouow)E | A (E: uowuow)E 


prawdop. | 0,0664 


| 0,3495 


funkcja bazowa c.d. | A(E:uououiuo) E | A(E:uouououi) E 


prawdop. | 0,5293 


Współczynniki w;, i = 1, 2,3, 4: 


Wi = —0,207, шо = 0,462, 


шз = 0,565, 


| 0,0495 


wą = —0,179. (761) 


W tym przypadku największy wkład posiada funkcja A; (Е: uguouy wy) E, 
gdzie wzbudzenia występują przy os, albo a3, albo оз. 
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Gdy Г; = Bı wówczas mamy tylko jedną możliwość opisu stanu, która doty- 
czy schematów 1,3 1 6: 


funkcja bazowa | B,(E:uruouow)E | B,(E: uwwruowo)E 
prawdop. | 0,2483 | 0,7207 


funkcja bazowa c.d. | B,(E:uouowiwo)E | D I(E:uouotuotui) E 
prawdop. | 0,3107 | 0,0230 


Współczynniki w;, i = 1,2,3,4: 


шу = —0,170, wą = 0,649, шз = 0,298, ш, = —0,053. (762) 


W tym przypadku największy wkład posiada funkcja В (Е: uowuow)Ł, 
gdzie wzbudzenia występują przy az, albo озо albo oso. 

Analogiczną sytuację mamy dla stanu 47 gdy I; = Ау wówczas mamy 
jeden zbiór parametrów opisujący każdy ze schematów 1, 3 i 6: 


funkcja bazowa | 4;(E: wuououo)Ea | А. (E : wucuoug) Е.ә 
prawdop. 0,3414 0,3443 


funkcja bazowa | 4;(E: uou1uouo) Ел | А. (E : uwwuoug) Е.ә 
prawdop. 0,1134 0,0310 


funkcja bazowa || А (Е: uououiruo)E. | A1(E : uguouruo)E.2 
prawdop. 0,3876 0,1452 


funkcja bazowa | А. (Е: uououow)E | А (Е: uououou:)E.2 
prawdop. 0,0911 0,2159 


Współczynniki w,, i = 1,...,8: 


wi = —0,448, wą = 0,524, wz = 0,346, wy = —0,220, (763) 
шу = 0,566, wę = —0,120, шт = —0,057, ws = 0,369. 


Największy wkład do tego stanu wnosi funkcja А (Е: попушти) Е mająca 
wzbudzenia przy аз albo аз albo азз oraz dwie funkcje A, (Е: uiuotuouo)ËE.i 
i A (E : wuguougy)E.ą ze wzbudzeniami przy азо albo os, albo оз. 

Gdy Г, = Bı wówczas dla pozostałych schematów mamy: 


(1) dla schematów 2, 4 i 5: 


funkcja bazowa | D I(E:uíuououo)ËE.i | D (Е: wuouowo) Е.ә 
prawdop. | 0,3414 | 0,3443 
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funkcja bazowa | BI(E: пушиш) Е | В1(Е: uowucwo)E.2 
prawdop. | 0,1134 | 0,0310 


funkcja bazowa | B,(E: uouowuo) Ел | B,(E: uouowi wo) Е. 
prawdop. | 0,3876 | 0,1452 
funkcja bazowa с.а. | B,(E: uouwowow ) Ea | B,(E: uguouow ) ЕЁ, 
prawdop. | 0,0911 | 0,2159 
Współczynniki w;, i = 1,...,8: 


шу = —0,448, wə= 0,524, из = 0,346, wą = —0,220, (764) 
ш5 = 0,566, wę = —0,120, шт = —0,057, wg = 0,369. 
W tym przypadku największy wkład posiadają te same funkcje jak dla 


schematów 1, 3 i 6, różniące się jedynie reprezentacją części kwadrupo- 
lowej, którą obecnie jest Bı. 


(ii) dla schematu 7: 


funkcja bazowa | B,(E:wuowow)Ex | В.(Е: wuoucuo) Е.ә 
prawdop. | 0,1446 0,1182 


funkcja bazowa | BI(E: uowruguc)E., | В1(Е: uwwuow) Ea 
prawdop. | 0,1464 0,0059 


funkcja bazowa | D (Е: иоиоштио) Ел | D (Е: uguowi w) Е.ә 


1 


prawdop. | 0,22425 | 0,0063 


funkcja bazowa | B,(E: uouowuo) Ел | В. (Е: иуиоиои1 ) Е.ә 
prawdop. | 0,0008 | 0,3581 
Współczynniki w,, i = 1,...,8: 


шу = —0,531, и» = 0,475, из = 0,526, им = —0,125, (765) 
ws = 0,656, we = —0,106, шт = —0,046, из = 0,815. 


Największy wkład do tego stanu wnosi funkcja Ву (Е: иуцоцош ) Е ma- 
јаса wzbudzenia przy a3; albo oso albo ол. 


F Własności grupy Diy 


W tym dodatku przedstawione jest działanie poszczególnych elementów grupy 
Юду na rzeczywiste zmienne kwadrupolowe i oktupolowe w układzie we- 
wnętrznym. Dodatkowo została przedstawiona konstrukcja oktupolowych funk- 
cji bazowych posiadających odpowiednią parzystość bez użycia operatora 
parzystości. 
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F.1 Działanie grupy symetryzacji Юу na rzeczywiste 
zmienne kolektywne 
Działanie grupy symetryzacji Dz, na rzeczywiste zmienne: 
(1) kwadrupolowe ooo, 222 przedstawione jest w tabeli 33, 


g € Day 9920 9992 
E, Cox, Соу, Со, Q20 Q22 


zi 3 1 1/ /3 
Сау, Сау, Сое, Cza Vaz- 2 020 : ( ža | оэ) 


Tablica 33: Tabela działania dla grupy D4; па zmienne kwadrupolowe. 


(ii) oktupolowe Озо, Q3,, 052, 033 przedstawiają tabele 34 i 35. 


g € Day 9030 9031 
Е Q30 Az, 
Сәу — Q30 =a} 
Сау 2 ( = NEA + v5az3) 1 (V3030 = V 10a) 
Cz 1 (V3a5, — v5az3) 1( — V 3630 + М100%) 
Cor — Q30 031 
Co; a —05 


30 
Cz 1 (V305, sj Моз) 1 (3030 k= vV10a3,) 
Са 1( = Зо + V5a33) 1( — М/Зозо + V10a3,) 


Tablica 34: Tabela działania dla grupy D4; na zmienne oktupolowe, cz.1. 


g € Du 90/59 9033 
Е оз a33 
Cay —G52 —a33 
Сау 1 (V10a3, + V6033) | 1(— VBago — Уба) 
Са 1(— v10a5, — Убазз) | :(УЗазо + V605>) 
Сэ —039 A33 
Caz оз — a33 


Сь | (- Убай, — убо) | 1( Убав — VG) 
Gu | (Удо + Gas) | (Убозо + Gai.) 


Tablica 35: Tabela działania dla grupy Юл, na zmienne oktupolowe, cz.2. 


A 
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F.2 Parzystość fukcji oktupolowych w Юу 


Funkcje oktupolowe uzyskiwane przez rzutowanie na reprezentacje nieprzy- 
wiedlne dowolnej grupy zależą od postaci charakterów lub macierzy reprezen- 
tacji oraz od działania tej grupy na zmienne oktupolowe { аз, }. W modelu o 
zmiennych rzeczywistych (R) mamy cztery wewnętrzne zmienne oktupolowe: 
a30; 251, Q39, Q33- Korzystając z tabel 33-35 widać, że wyniki działania ob- 
rotów D4 można podzielić na dwa podzbiory różniące się znakami. Ogólnie 
można to zapisać jako: 


Kaz, = zde 
Сыбан = —Ój ози 
Саз, = Саз, 
Огоз = бодов (766) 


Zgodnie zdefinicją działania grupy wewnętrznej па funkcje zmiennych ko- 
lektywnych: 


gf (ол) = J (gos), 
1f(a4,) = Рам) ED вд}; (767) 


powyzsze zwiazki (766) mozna zapisaé dla funkcji nastepujaco: 


flasu) = /(Ёоз u) = f(ZĆxag,) == Сз, (—ози), 

Сл, (ази) = (Са у0зи) = f(ECy ози) = с 
Сы] (au) = J( 21043.) = ' Съ,ази ) = Cas, f (— Озу), 
С» (ози) = /( (203) = f Cao) = af (—ag,). (768) 

Pozwala to przedstawić operator rzutowy za pomocą charakterów natę- 
pująco: 

P~ x Ë f (az) г хәО»» f (озь) + хз(Оль/ (озь) + Çu f (23,)) 
+Ха (С f (az) + Сз] (asn)) + X5 (C f (ез) sË Соза] (az). (769) 

gdzie yx; oznacza odpowiednio charakter dla klasy С;, 1 = 1,..., 5. 

Dla uproszczenia wprowadźmy następujące oznaczenie sumy iloczynu cha- 
rakterów x; i funkcji f(a3,) ze wzoru (769): 


F(az,) = xi Ë f (ag) + X2Ć>, f (озь) + X3 (Са, (озь) + Сл f(23,)) 
+Xa (Óx, f (asy) + Ć2.f(a2,)) + xs(Ć2ef (озь) + Соаў(ози)). (770) 
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Korzystając z zależności (768) oraz z faktu, że wartości charakterów repre- 
zentacji jednowymiarowych dla klas Cı i Cə są równe (tabela 23), funkcję 
(770) można przedstawić w innej postaci: 


F(az,) = х1(Ё (озь) + Ef(-az,)) zy Xa (Ĉu (ози) F Ćw (-ази)) 
+X4 (osf (ози) ар Сз ](—оз„)) + Х5 (С. (озь) sią С (—озы)). (771) 


Zatem działając operatorem inwersji na funkcję F(a3,,) otrzymujemy równość 
ÎF (azu) = F(=az,). Oznacza to, że otrzymane funkcje po zrzutowaniu na 
jednowymarowe reprezentacje grupy Duy mają parzystość dodatnią. 

Podobnie można zobaczyć co się dzieje z funkcjami uzyskanymi dla repre- 
zentacji dwuwymiarowej F. W tym przypadku za pomocą operatora rzuto- 
wego zależnego od elementów macierzy reprezentacji otrzymujemy dwie funk- 
cje bazowe. Działanie operatora rzutowego na funkcje początkowe f(a3,) dla 
pierwszego wektora bazowego reprezentacji Ё ma postać: 


Л(ози) = Р\\/( Ози) = W ` Ат (@)*0/ (ази) (772) 
gED4zy 
a dla drugiego wektora: 


(ази) = Pa (ози) = W >, ARO Tfl) (773) 


JED4;y 


: _— аш(Е) _ 1 
gdzie W оа 


Podobnie jak dla reprezentacji jednowymiarowych przyjmijmy następu- 
jące znaczenia: 


Л (ози) = 25 g€ Day АЛ 1(9 | Jf (ози), (774) 
flag.) = Уер, AZOT (ози). (775) 


Rozpisujac powyższe sumy i korzystając z postaci macierzy reprezentacji ([2]) 
otrzymujemy: 


Ози) = > sep, AHO) TS (озы) (776) 
— ©, (озь) + Со. (ази) — Со. f (озь) 
= Ef(az,) = Ef(=a3,) + С, (ози) = Ĉar f (ози) 
oraz 
hlasu) = Drena, AETA (asu) 
= CRACHA) = Ćzaf(a3,) = Сый (ози) = С ћ (ози) 
= О (А (ози) — fi(-a3,)) + Cay (А (ази) — fi(-03,)). 
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Oznacza to, że funkcje bazowe otrzymane przez rzut na reprezentacje ЕЁ mają 
parzystość ujemną. 

Zatem już przy samym rzucie automatycznie działanie grupy oraz jej 
własności pozwalają uzyskać funkcję o odpowiedniej parzystości. 


G Operator dipolowy i kwadrupolowy 


W tej części przedstawione są wzory oraz wyprowadzenia wykorzystywanych 
operatorów: kwadrupolowego @2, i oktupolowego owa Operatory te zostały 
użyte do obliczeń zredukowanych prawdopodobieństw przejść wewnątrz i 
międzypasmowych. Postać otrzymanych operatorów zależy od wyboru zmien- 
nych wewnętrznych wykorzystywanych do opisu przestrzeni opisującej ruch 
wibracyjny. Dodatkowo wybór zmiennych kolektywnych wpływa na postać 
grupy symetryzacji, a zatem również na rozkład omawianych operatorów na 
nieprzywiedlne operatory tensora względem grupy G;. 

Wykorzystywana w pracy postać operatora multipolowego w układzie we- 
wnętrznym dana jest wzorem [52]: 


ж A 
Qu = 328 (aw | 232 ooh V EE A 0A20|A0)(ox, © andat 
(ax, © AA) = Dj, u AIAH JAU) Azp из: (777) 


Dla wybranych dwóch grup symetryzacji С, = О, Day używanych w 
pracy otrzymujemy następującą postać składowych operatorów dipolowego i 
kwadrupolowego: 


(i) Dla operatora dipolowego: 


(a) W modelu o zmiennych zespolonych (Z), gdzie zmiennymi opi- 
sującymi ruch wibracyjny są zmienne kwadrupolowe ооо, 022 1 
oktupolowe oso, 031, 032, 033, 031, 039, 033, gdzie аз, = аз, + ТОЗ, 
и = 0, +1, +2, +3 oraz aj, = (—1)*ax_„ mamy: 


A o 3ZRo3 [3 3 
Qo = "2 > fanas + 7520030 + 02032 | 


— з2вуз / (202206 za 5020040 | (778) 


Š 3ZRo3 /3 J1 6 

Qu = “т°5\/ Ë { 5022081 + V $aoasi + УЗоззозз | 
— 3Zho3 / 3. 1 _ _ | 6 L ¿A 1 | 6 
we «0 2 ( 2227 \/ а») | ia, (5022 I 50) 


+V3az (абз + iaf) J: (779) 
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8 3ZRo З 3 1 6 
Qi- = 222054] ż {azas z  $aaoaa-1 28 УЗагзоз з} 
— 3ZRo3 /3 1 (1 — 6 L zat _1 | 6 
— 4r 2 2 (a, (som V Sao) | ia, (5022 | 5 боо) 
‚ JH 


Rzutując powyższe składowe operatora dipolowego na nieprzywie- 
dlne reprezentacje grupy symetyzacji O otrzymujemy, że każdy z 
operatorów Oi OG należy do reprezentacji T}, co można zapi- 
sać jako: Qizi = O: Qio = ©: 

Ponieważ powyższe operatory składają się z kombinacji liniowych 
iloczynów zmiennej kwadrupolowej i oktupolowej można je ogólnie 
zapisać następująco: 


AM = >» абаза (781) 
2,13 
gdzie ё * oznaczają wpółczynniki stojące przy poszczególnych 


iloczynach zmiennych a2,,03,,,. Ponieważ nie uwzględniamy defor- 
macji dipolowej a;,, zatem w operatorze dipolowym nie występuje 
człon liniowy. 

Korzystając z powyższego wzoru można rozłożyć składowe opera- 
tora dipolowego na tensory względem grupy symetryzacji G, zgod- 
nie z łańcuchem grupowym G, C SO(3) C Go, X Ga; х SO(3)ą. 
W tym celu potrzebna jest znajomość reprezentacji, do których 
należą występujące w Озо, Ота zmienne kwadrupolowe i oktupo- 
lowe. 


Dla grupy symetryzacji O otrzymujemy następujące niezerowe 
rzuty na nieprzywiedlne reprezentacje zmiennych opisujących ruch 
wibracyjny: 


PFa = ооо, 
PHa = Q22, (782) 


P” азу = Озо, 
PP зә = Q32, (783) 
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PR, = SE s VIa}, (784) 
Ра, = H 1505, + зо}, 
PR, = 3i — Bat, + Бо}, (785) 


Pot, = 14304, + VIB% |, 


Pot, = ЕЯ Z Ува? |, (786) 


PTa = Твая, + 5a, |. 
Pal, = 4 — VIBat, + 3a, |. (787) 
Zatem składowe operatora dipolowego można ogólnie zapisać: 
A 3 
“зз ЖЕ сл og, 5 (тав) 
и = 0,1, 


gdzie część opisana zmiennymi kwadrupolowymi należy до repre- 
zentacji dwuwymiarowej Е, a oktupolowa rozkłada się na dwie 
reprezentacje trójwymiarowe T; i T>. 


W modelu o zmiennych rzeczywistych (R), gdzie zmiennymi kwa- 
drupolowymi są aoo, 02, a oktupolowymi озо, 051, 05, X33 OtrZY- 
mujemy: 


A 3Zho3 (З 3 
Q10 = 1. % — (давар + zwa J, (789) 


А 3ZhBo3 [38 1 
Qu = I \/ I goa ( — Q22 + V6oo) F УЗаззађ |. 
(790) 
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А 3Zho3 [38 1 
Q1-1 = = Н o 1 он (о> = V6awv) = V3aza |. 
(791) 


Z powyższych wzorów widać, że dla zmiennych rzeczywistych ii = 
= ia, a zatem każdy z powyższych operatorów należy do dwuwy- 
miarowej reprezentacji Diy, co oznaczamy Qu = Or, и = 0, +1. 
Niezerowe rzuty zmiennych kwadrupolowych i oktupolowych na 
nieprzywiedlne reprezentacje grupy Day są następujące: 


P^ a = š (ооо + v6a22), 
Рв азу = E (3029 == vV6a22), (792) 


Ра = 1 (V6ooo + боо»), 
PPa = 1( — убазо + 2022), (793) 


Розо = 030, 
Pag, = аз, H= 1,2,3. (794) 


Pozwala to zapisać składowe operatora dipolowego jako: 


А А В 
Qiu = ОВИ" сш (оа, 28 Ojj każ (795) 
и = 0,+1, 
gdzie część kwadrupolowa rozkłada się na dwie reprezentacje Jed- 


nowymiarowe Ау i By, a część oktupolowa należy do reprezentacji 
dwuwymiarowej /. 


(ii) Składowe operatora kwadrupolowego w zmiennych kwadrupolowych i 
oktupolowych można ogólnie zapisać w postaci: 


NE kox изи 
Qa = Caw бош + > | Со Cons 2, + 5 | dz Q3 u3 зш, (796) 


L2H% из 


286 


Jak widać można je rozbić na dwa składniki: zależny jedynie od zmien- 
nych kwadrupolowych oraz opisany przez zmienne oktupolowe. W tym 
celu zostały wprowadzone następujące oznaczenia: 


A ! 
kw __ H2H2 
Qa = Cow Aaw + Żak % Cop! О2о 02и, 


©, = Уна, й OCZ (797) 


; 215 ИЗИ 
gdzie czy, Cap s dy” 


są odpowiednimi współczynnikami. 

Korzystając z powyższego wzoru każdy ze składników możemy zrzuto- 
wać na nieprzywiedlną reprezentację grupy symetryzacji. Uzyskujemy 
w ten sposób rozkład na reprezentacje części operatora opisanego tylko 
przez zmienne kwadrupolowe Qu ш oraz oktupolowe Ох. Otrzymane 


rozkłady możemy ogólnie zapisać ml Sun. 


= J ro O SĘ 
= ro Өр", (798) 
gdzie ГО) jest reprezentacją względem, której PO się część 


operatora О» „ zapisana w zmiennych kwadrupolowych, a Г@) w zmien- 
nych oktupolowych. 


(a) W modelu (Z) rozkład składowych operatora kwadrupolowego na 
nieprzywiedlne reprezentacje ma postać: 


А # kw E,ok 
(о = КВ Оз , (799) 
gdzie: 
AE,kw _ 3288 1 |10 202 
20 ug {азо Кож | Рад — 052 (800) 
ĄE,ok __ 322 1 4 9 10 
20“ лл Vn 130307 203—1031 + з 03—3033 


3Z RŽ 
RO {805 2(9%1 T өзү) = 3 (ass + оё) |, (801) 
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Os — 2? kw + ОЎ; „ok А О, gdzie (802) 
AE kw _ 8 


20 
22 = 74m (aż =s = 020022 J. 
ĄE,ok _ 3ZR2 1 a" m = 
22 Ат VBR 2(03_ 1 1 озу) > 5 \/Базо (032 ЯБ 032) 
+A (ag 3031 + а3- raza) } 


__ 22 aż 
— ат RE yzl- 32) — 3 V5030032 


=з 


ГА ! | H 
Q31033 + 05, 033 ) ). 


22 — 4n \/5т 


3 


у 80а I 2( — о + аз) = 5 \/Безо( 803225 a32) 


sa — Q3—3Q31 + «a 


аа ” 


V 10 ГАРЧ) I ”| 
+2 3 ea Е: z" 


oraz 
98, ku _ AE,kw 
= 29 
ва _ А E,ok 
2—2 > 
ye _ АУТ ,ок 
m 2—2 > 
222 9k 
Qa = (803) 
m 


AT>ok _ A L 
атн 2 у/203001 —2 303- 1032 + 3 10 32033 
= > 4 
= 81. 2 Газо (05, + ia3,) 
+24/5( (051055 + iaga — ¿o Og + 08105) 


10 
Fa (oO + 103033 — 103033 + aga) | 


Qa1= QT, (804) 
gdzie 
ĄT>,ok __ ĄT2,oky * 
2—1 = —( 21 ) 
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(b) w modelu (R) rozkład na nieprzywiedlne reprezentacje grupy sy- 
metryzcji D4., składowych operatora kwadrupolowego jest nastę- 


pujący: 


О» = z и + Qa” 4 O” 4: OŚ. (805) 
gdzie 
o AE EC | m 2 Aż zy 2922 
ЖЕЛ z 298), 
SA — EC | 2. y 20, — NEC 
wz 1 Zanan F : аз, }. 
Атев ы „z (ab ] Заз? NETA 
-iata боз}, 
Jk >_ Ai Afa | 1а32 | ү азад 
+ żab ada — 3521, 
(806) 
Q2 = 328) fan | = | = 2 A00422 
+220 — 3V 5030032 — 3/1004, „aż, | |. (807) 
О»» = o + OZ + Оз + O (808) 
gdzie 


AAi, kw __ = А 15 
22 = Og | u 22050 
3 3 /5 [15 „2 
+4022 — fm = > Bob, |, 
A Buku _ 328 15 
22 = 3 боо = 4 22030 
1 1 /5 1 [15 2 
+3222 — |.» az, Bob]. 
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ĄAq,ok _ 3ZR2 1 
2 = т Yb 75930 + 5 2032 — VBa3003> 


5! „I 
-iaat Е IZS Б 


ABı,ok _ 3ZR 1 1,2 2 _ 5 / 
тиро 6230 7 276781 3 930032 


Бои р BA 9 
-1 alios us 25052}. 


Dla operatora О»— zachodzi równość Q323 = Оз», zatem również 
rozkład na reprezentacje jest taki sam jak dla О». 


(809) 


Operator Q> ma postaé: 


A ЗЛЕ? 1 5 10 
Оз = "a zła V2a3003, F NEA + 3 аар (810) 


i należy do reprezentacji jednowymiarowej Bo, co można zapisać 
jako: 


АЛЕ и (811) 


Ponieważ operatory zbudowane są ze zmiennych rzeczywistych 
mamy zależności: 


A Bo „ok 

Oo 1 =Q, (812) 
gdzie 

А Bo „ok А Bo „ok 

ŚL = -Q S 


H Elementy macierzowe operatorów multipo- 
lowych 


Do analizy przejść elektromagnetycznych wykorzystujemy algebraiczne po- 
stacie elementów macierzowych stanów R się z sum iloczynów 
trzech funkcji фа (Goo, ®оә), Y dz 2 (Хаз, }), R и (О ) zależących odpo- 
wiednio od zmiennych kwadrupolowych oao, 022, | s. аз H = 
0, +1, +2, +3 i kątów Eulera О = (Q1, Q2, Оз). Ogólną postać stanu o momen- 
cie pędu J i parzystości p można zapisać za pomocą wzoru przedstawionego 
w dodatku D: 


Фф Ме у W, (813) 
A 
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gdzie funkcje pomocnicze ФМ mają postać: 
U к r ;K 
Шо = Daw aen (a20, Oo) YU рз» ({asu RE о» (О) (814) 
oraz Biż, (О) = Ук„®5к”тїгк„(О) i a = (ai, a2, a3). 


Ponieważ шо bazowe opisujące część rotacyjną składają się z kombi- 


nacji liniowych r (О) albo ró: (Q) powyższy wzór można zapisać nastę- 


pująco: 
+)JPM v ;D2;k 
TTM = у^ wz Adusia, (020, азо)" (ази }) Ук сктуу (Q) (815) 
Oraz 


WZT У шулар (020, азо) "а ({оз„}) У ктуу; (Q),(816) 


gdzie сМ, 47 М oznaczają współczynniki występujące w części rotacyjnej 


stojące przy funkcjach r (Q). 

Oprócz funkcji opisującej stan początkowy i końcowy zapisanych w ko- 
lektywnych zmiennych wewnętrznych potrzebna jest znajomość postaci ope- 
ratorów multipolowych w układzie laboratoryjnym. Związek pomiędzy ope- 
ratorami w obu układach jest dany wzorem, (rozdział 6.3): 


© = > Орр (817) 


Istnieją cztery schematy elementów macierzowych dla funkcji (815) i (816) 
różniące się wyborem funkcji początkowej i końcowej: 
(1) W przypadku, gdy stan początkowy o momencie pędu J w części rota- 
cyjnej ma postać >к ескт; (О), a stan końcowy o momencie pędu J' 
wybrany jest następująco >к» s r) (Q), wówczas 


(JMAu|J'M') 


Фф” M' lab ЈРМ 
BACH 
(Bu dy. 2J'+1 


(DY Фф” POPE 


Postać zredukowanego elementu macierzowego (DIP M ПОФ М) można 
otrzymać korzystając z twierdzenia Wignera-Eckarta przedstawionego 
na stronie 110. Dla przedstawionego powyżej przypadku otrzymujemy: 
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р! уу! 1 2J +1 
p7” M lab pM = 818 
GRACYA түтүк (818) 


IAI 
x › › › ш е } ССК 
ш AA аа K>0,K'>0 


Гуи Ki p; г; Гі;к Го;к 
X (вои јал 2103; a 77 Г P Ditra 
x{ (JKA ЛК”) + (J — КАЈ К) 
+(JKau|J' — К) + (J КАШ|7 — K')}. 
(2) W przypadku, gdy stan początkowy o momencie pędu J ma funkcję ro- 
; i 2 > : 
tacyjną w postaci >к dgrmp (Q) oraz stan końcowy o momencie pędu 
JO dyer (Q) otrzymujemy zredukowany element macierzowy 


postaci: 
(Фу MHD) = Ату +1 (819) 
DEL YD died 
w A.A а',а K>0,K'>0 


Таре š Mys piya 
x ыроо a [Oy (Vuit: ;G1 Фата) 
х{ (J KM |7 К") — (J — Kap |JK') 
—_(JKM/|J' — К) + (J-Kau'|J'- K')). 
(3) Dla stanu początkowego o momencie pędu J i o funkcji rotacyjnej 


> <] d кт; (О) oraz stanu końcowego o momencie pędu J': 
>= e r (Q) otrzymujemy nastepujacy zredukowany element ma- 


cierzowy: 
р! M! 2J+1 
pz Р M! || lab |a JP M 2 
$ = 4“, | ———— 820 
(By “ЧӨ "Фу үйө (820) 
X 5 \ у ^ш В } ск, ак 
w A,A а',а K>0,K'>0 


Ua R р; Г А Г1;ку ү” Гә;ко 

X WZ а Жо К; 10 воа W за Y vib3;a2 ) 

х{(ЈКА ЈК") — (J — Kau| JK") 
+(JKau|J' — K') — (J — Kau|J'- K')). 
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(4) Biorąc е początkowy о momencie pędu J i funkcji rotacyjnej 
> cgr; 7 (Q) oraz stan końcowy o momencie pędu J': 
> ze der a (О) mamy następujący zredukowany element macierzowy: 


p Nr A 2J + 1 
ФУ” M lab pM =4 2 821 
(Da ОФ m =r (Т бун) (821) 
DED у дык 
w A,A a'a K>0,K'>0 


IN K 1 ik się 

X (0 ози sa 77 [Жл aw ARE ) 

х{ (КАК) + (J = RNE) 
—_(JKM/|J' — К”) + (J-=Kau'|J'- K')}. 


Powyższe wyrażenia zawierają obliczone wcześniej elementy macierzowe 
części rotacyjnej oraz wzory na iloczyny funkcji Wignera |49|. Każdy element 
macierzowy części rotacyjnej składa się z kombinacji wyrażeń: 


Diesel) IDA (A|DŹr<(0)*) = (822) 
1 2m т | 2т 
=з] 9 f gs) аю (ODO) Dryl. 


Korzystając z iloczynu dwóch sprzężonych funkcji Wignera [49]: 


D¿,(Q)' Dyx(0)* = (-1)7**(-1)777D2,  (Q)D2 м к(0) (823) 
А+Ј + 


= (—1) аше -K+M >` y (À = J = M|J' M”) 


Ji=|X—J| M”,N"=-J" 
x (A >. uJ — KIIN DY a (О) 
А+Ј Je 


(A— uJ — M|J"M") (A — vJ — K|J"N") 
J"=|à-J| M", N"=-J" 


X Doren 
oraz własności współczynników Clebscha-Gordana [49]: 


(Jı M; Ją M>| Js M3) = (1) +%-—+ (JM; JA M. Ja Ma), (824) 
(Jı Mı JąM>|JzM3) = (а) (J —MıJ2—Mə|J3—M) (825) 
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i wstawiając (823) do (822) otrzymujemy: 


(Dirx (Q) IDO Dur) = (826) 
А+Ј J” 
5 >, (A-uJ-M|J"M')QA-vJ-K]J"N") 
J"=|A—J| M",N"=—J" 


27 
0 


1 2т т ‚ , 
X s= Í do, | ДО» (о) Í d3 D? pre (D? mury (Q)* 
0 0 
А+Ј Ј" 


(A— uJ — М|Ј"М") (А — uJ — К|Ј"М") 
J"=|A-J| M",N"=-J" 


1 
X am z 107 7"0M-M"ÓK_N" 

1 
=—— (à - u — M|J' — M')(À— uJ — K|J' – К). 
ZEG uJ — M|J )A-uJ=KIJ ) 


Na podstawie powyższych rachunków możemy znaleźć postać elementów 
macierzowych dla funkcji r (О) i т (Q): 


1. 
CEA sn p (0)) = (827) 


1 | (2J'+1)(2J +1) 
2 V (1 + бок)(1 + бок”) 


x (Dirr (9)* + Dir- (ODAO Dur) + Dy_x(Q)') 


1 2J+1 
= ‚ш AES) 
2\/ (1 + док)(1 + боки) V 2J' + 1 


x f(A- uJ — Ку — K!) + (A — vJK|J' — К) 


+f-vJ-K|FK') + Q-vJKIJK')) 


1 2J+1 
> „= Ыр) 
2\/ (1 + док)(1 + боки) V 27 + 1 


х (кмк) + (J — КАЛК”) 


+ (КЛ — K') + (J- Kw] — К) |, 


gdzie K,K'>0, 
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(r (Q)|D2, (Q)*|r (Q), = (828) 
1 
= 5У27 +1v2J+1 


x (Dirr (9)* — Dir- r (O) IDO Dur — Du- 


i ET 
= Z (МАМ 
WA 


x КАК) - (J — КАЛК”) 


- (SKW — K') + (J- КА — К”) |, 


gdzie К, К’ > 0, 


(ru (О)|рА(О)*|г Т (0)) = (829) 
_1 |(2J' + 1)(2J + 1) 
2 (1 + бок!) 
Оу E Dr DO p s еә Ку. 
1 Л ҮЛ О, 


а ү a 
x (КАК) — (J — КАЛК!) 


+ (SK — К) - (J- КА — К”) }, 


gdzie K > 0, K' > 0, 
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(rRe (О)[РА(0)*|г Т (0)) = 


_1 [(2J'+1)(2J +1) 
"2 (1+ бок) 


(830) 


x(Dźre(O)” — Dir-r (Q) IDO Dur (Q)* + Du- 


_ а 2J+1 
© ОЙТ F бук V 2J' +1 
x (КАК) + (J — КАЛК”) 


(JMAu|J'M') 


- (JEJ - K') - (J- КМ7 -K')), 


gdzie K > 0, K' > 0. 
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